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Introduction
Dans ce travail de the`se on propose une e´tude sur le comportement d’une mousse
polyme´rique a` porosite´ ouverte sous compression uniaxiale. Ce travail s’inscrit dans
le cadre d’une the`se en cotutelle entre l’Universite´ de Provence et l’Universite´ de
Ferrara, qui a e´te´ finance´e par une allocation de recherche du Ministe`re de la
Recherche franc¸ais et soutenue par une bourse Leonardo da Vinci de l’Universite´
franco-italienne.
On a e´tudie´ le comportement des mousses polyme´riques a` cause de l’impor-
tance qu’elles ont acquise ces dernie`res anne´es, en raison de leurs caracte´ristiques
me´caniques particulie`res et de leurs nombreuses applications. Les mousses po-
lyme´riques, et les mate´riaux cellulaires en ge´ne´ral, sont utilise´es entre autres pour
l’isolation thermique et acoustique, comme noyau des panneaux sandwich, ou en-
core pour l’absorption d’e´nergie dans les chocs. Elles sont tre`s employe´es dans l’em-
ballage. Le faible rapport rigidite´/poids est particulie`rement inte´ressant pour les
structures ae´rospatiales. Dans le secteur biome´dical, les mousses synthe´tiques sont
utilise´es pour la re´alisation des prothe`ses et des tissus artificiels. Les de´veloppements
technologiques ont permis de pre´parer sous forme alve´olaire quasiment tous les
mate´riaux. Il y a des mousses de me´tal, de ce´ramique, de verre, mais celles de
polyme`re sont les plus utilise´es. De plus, de nombreux mate´riaux naturels, comme
par exemple le bois et le lie`ge, ont une structure cellulaire.
Bien que les mate´riaux cellulaires soient largement utilise´s, la compre´hension
de leur comportement sous compression n’est pas encore comple`te. Au cours d’es-
sais de chargement cyclique en compression uniaxiale, conduits sur une mousse de
polyure´thane, on a pu observer plusieurs phe´nome`nes remarquables :
– une localisation des de´formations en bandes de de´formation perpendiculaires
a` la direction de la compression ;
– une diffe´rence entre la courbe de re´ponse a` la charge et a` la de´charge, qui
donne un cycle d’hyste´re´sis d’amplitude importante ;
– une perte progressive de re´sistance a` la charge au cours des cycles ;
– une de´pendance de la re´sistance a` la vitesse de chargement ;
– un effet de me´moire caracte´rise´ par une de´pendance de la re´ponse a` l’histoire
de de´formation.
Ces phe´nome`nes sont connus et e´voque´s dans la litte´rature mais il n’y a pas, a`
notre connaissance, de mode`les satisfaisants pour les de´crire dans leur ensemble.
1
2 Introduction
Deux approches sont principalement utilise´es pour la mode´lisation du compor-
tement des mousses. La premie`re s’inte´resse a` une mode´lisation microme´canique.
La mousse est sche´matise´e par un assemblage pe´riodique de poutres, et la localisa-
tion des de´formations est de´crite par le flambement sous compression de celles-ci.
Des techniques d’homoge´ne´isation permettent le passage de l’e´chelle microscopique
a` l’e´chelle macroscopique. La deuxie`me approche se fonde sur la me´canique des mi-
lieux poreux [31]. La mousse est conside´re´e comme un mate´riau continu, ou` un
squelette solide et un fluide interagissent. Dans l’approche microme´canique la plu-
part des travaux sont limite´s a` la description de la courbe a` la charge et de la
localisation des de´formations. Dans le deuxie`me on peut de´crire la de´charge mais
pas la localisation.
Un des objectif de ce travail est d’e´tendre l’analyse du comportement a` la
de´charge, pour caracte´riser convenablement le cycle d’hyste´re´sis ce qui est fonda-
mental pour de´crire les performances du mate´riau en tant que dissipateur d’e´nergie.
Pour la meˆme raison, on conside`re la re´ponse pour des processus de charge et
de´charge plus complexes que le simple chargement cyclique. Un deuxie`me objectif
est celui d’aborder l’e´tude des aspects ine´lastiques de la re´ponse, en particulier, les
effets de me´moire et la sensibilite´ a` la vitesse de chargement. Il faut pre´ciser que
plutoˆt que l’e´tude approfondie d’un mate´riau spe´cifique, on propose ici une e´tude a`
caracte`re me´thodologique, en s’efforc¸ant d’utiliser les de´veloppements re´cents des
the´ories de comportement de mate´riaux pour de´crire les phe´nome`nes observe´s.
Ce manuscrit s’articule autour de six chapitres. Le premier chapitre est consacre´
a` une description ge´ne´rale des mousses polyme´riques. On de´crit d’abord les proce´de´s
de fabrication, les proprie´te´s physiques et les principales applications. Puis, on in-
troduit brie`vement les approches utilise´es le plus souvent pour la mode´lisation du
comportement sous compression. Une attention particulie`re est porte´e aux mode`les
concernant les mousses polyme´riques a` cellules ouvertes.
Dans le deuxie`me chapitre on de´crit les expe´riences effectue´es au sein du Labo-
ratorio di Materiali Polimerici de l’Universite´ de Ferrara durant la premie`re anne´e
de the`se. Une premie`re se´rie a porte´ principalement sur les aspects e´lastiques du
comportement. Dans une deuxie`me se´rie, l’accent a e´te´ mis sur la caracte´risation
expe´rimentale des aspects ine´lastiques, et en particulier sur la relaxation et sur
l’influence de la vitesse de chargement.
Dans le troisie`me chapitre, on pre´sente la premie`re e´tape de la mode´lisation. On
se limite a` la description de deux phe´nome`nes : la localisation des de´formations et
le cycle d’hyste´re´sis. Inspire´s par les travaux de Ericksen [50], Fedelich et Zanzotto
[53], Puglisi et Truskinovsky [107], nous avons choisi de de´crire ces phe´nome`nes
avec un mode`le e´lastique non line´aire. La mousse polyme´rique est repre´sente´e
par une chaˆıne de ressorts avec une e´nergie de de´formation non convexe. La non-
convexite´ permet aux ressorts d’avoir plusieurs configurations d’e´quilibre possibles
(phases), et la localisation des de´formations peut donc eˆtre de´crite comme un
changement progressif de phase. Bien que les syste`mes discrets avec e´nergie non
convexe aient e´te´ largement e´tudie´s dans la litte´rature, leur application a` la des-
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cription de l’hyste´re´sis et de la localisation des de´formations des mousses est origi-
nale.
Dans le quatrie`me chapitre de ce travail, on pre´sente une extension du mode`le
pour de´crire les aspects non e´lastiques du comportement des mousses. Sur la base
de re´sultats expe´rimentaux, on conside`re d’abord un mode`le viscoe´lastique. Ceci est
obtenu avec l’ajout de deux e´le´ments dissipatifs, re´gis par une loi de comportement
line´aire de type Boltzmann Volterra. Dans un deuxie`me temps, on introduit la prise
en compte de l’endommagement de la mousse pour de´crire la perte de re´sistance a`
la charge au cours des cycles. Dans un souci de simplification, on suppose que seuls
les ressorts non line´aires sont endommageables.
Le cinquie`me chapitre est de´die´ aux simulations nume´riques. La proce´dure
d’identification des parame`tres du mode`le est d’abord pre´sente´e. Pour les e´le´ments
dissipatifs, deux types de fonction de relaxation sont envisage´s : une somme d’ex-
ponentielles et une somme de fonctions de Mittag-Leﬄer, qui correspond a` des
amortisseurs dans lesquelles la force est proportionnelle a` une de´rive´e fractionnaire
de l’allongement. C’est la premie`re qui sera retenue pour des raisons qui seront
expose´es. Les re´sultats des simulations nume´riques montreront que ce mode`le asso-
ciant e´lasticite´ non line´aire, viscoe´lasticite´ line´aire et endommagement permet une
description convenable des comportements complexes observe´s lors de la campagne
d’essais. Ne´anmoins, une reproduction comple`te de la de´pendance de la re´ponse a`
la vitesse de de´formation, et en particulier des effets non line´aires, demandera des
de´veloppements supple´mentaires.
Ce manuscrit se conclue avec un sixie`me chapitre, qui pre´sente des conside´rations
finales et une analyse de perspectives a` court terme. La premie`re perspective en-
visage´e pre´voit la prise en compte des effets visqueux non line´aires. La deuxie`me
conside`re le de´veloppement d’un mode`le unidimensionnel continu, dans lequel la
chaˆıne de ressorts est remplace´e par une barre viscoe´lastique endommageable avec
e´nergie e´lastique non convexe.
Chapitre 1
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L’e´tude du comportement des mate´riaux poreux est devenu un sujet de re-
cherche important, suite a` l’inte´reˆt croissant de la part des industriels du fait de
leurs caracte´ristiques : faible densite´, bonne isolation thermique et e´lectrique, et
une surface spe´cifique e´leve´e. En effet, les mousses polyme´riques sont le re´sultat de
la volonte´ d’introduire de fac¸on maˆıtrise´e, une certaine proportion de cavite´s dans
un squelette de matrice en polyme`re. Ceci dans le but :
– d’alle´ger le mate´riau,
– d’ame´liorer le caracte`re isolant, thermique ou phonique (mousses pour le
baˆtiment),
– de rendre le mate´riau amortissant (mousses d’emballage).
Sous compression, les mousses montrent un me´canisme de de´formation caracte´ri-
stique. Initialement, la de´formation est homoge`ne et la courbe de re´ponse force
e´longation est presque line´aire. Puis, on observe un e´crasement progressif des cel-
lules par flambement des areˆtes. Du point de vue macroscopique, cela correspond a`
une localisation des de´formations en bandes orthogonales par rapport a` la direction
de la compression. A` ce stade, la courbe force e´longation montre un long palier.
Lorsque toutes les couches des cellules sont e´crase´es, les areˆtes sont en contact entre
eux. Ceci donne une augmentation de la re´sistance et la courbe de re´ponse montre
une deuxie`me branche ascendante.
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La mode´lisation du comportement des mousses en ge´ne´ral, et des mousses po-
lyme´riques a` cellules ouvertes en particulier, se fonde sur deux approches : une
mode´lisation microme´canique base´e sur des e´tudes nume´riques, et une mode´lisation
macrome´canique qui utilise les outils de la me´canique des milieux continus. Avec la
premie`re approche, on cherche a` relier le comportement des mousses sous compres-
sion aux caracte´ristiques de leur microstructure. Pour cela, on analyse la micro-
structure, a` l’aide d’instruments optiques, afin de de´celer une forme ge´ome´trique
re´pe´titive des cellules (cellule de base). La mousse est sche´matise´e comme un assem-
blage pe´riodique de poutres qui ressemble le plus possible a` la cellule de base. La
localisation des de´formations est de´crite comme un effondrement par flambement
des poutres. Pour obtenir une reproduction convenable des courbes expe´rimentales,
il faut conside´rer des assemblages complexes de poutres, qui demandent l’emploi de
codes de calcul par e´le´ments finis. A` notre connaissance, les travaux qui utilisent
cette approche sont limite´s a` l’e´tude du comportement sous chargement mono-
tone. Une mode´lisation macrome´canique des mousses peut eˆtre obtenue ou dans
le contexte de la me´canique des mate´riaux poreux, qui se base sur les travaux de
Biot [18, 19], ou dans le contexte de la the´orie des me´langes. Dans ce dernier cas, la
mousse est de´crite comme un assemblage de deux mate´riaux continus : un squelette
solide et un fluide.
Ce premier chapitre est compose´ de deux sections. Dans la section 1.1 on de´crit
les proprie´te´s des mousses, en accordant une attention particulie`re a` leur com-
portement sous compression. La section 1.2 est de´die´e a` la pre´sentation des deux
approches les plus utilise´es dans la litte´rature. On notera que l’approche utilise´e
dans cette the`se est une voie originale qui se de´marque de la plupart des formula-
tions traditionnelles sur le sujet. Par conse´quent, les travaux cite´s ici sont rappele´s
seulement pour pre´senter le contexte ge´ne´ral, et donc nous n’en ferons pas une
pre´sentation exhaustive et de´taille´e mais seulement une revue des grandes lignes.
1.1 Le mate´riau
Les mousses polyme´riques sont des mate´riaux alve´olaires, constitue´s d’un sque-
lette solide entourant des alve´oles. Deux grandes cate´gories peuvent eˆtre distingue´es :
les mate´riaux cellulaires a` porosite´ ferme´e et a` porosite´ ouverte. Pour les premiers
les alve´oles sont ferme´es. Pour les deuxie`mes les alve´oles sont ouvertes sur les
alve´oles voisines et sur l’exte´rieur. Sur la Fig. 1.1 a, b, on montre les deux micro-
structures diffe´rentes. On observe que dans une mousse a` porosite´ ouverte il n’y a
que les areˆtes des cellules qui sont constitue´es de polyme`re solide, alors que dans
une mousse a` porosite´ ferme´e les faces des cellules sont e´galement solides. Bien
entendu, suite a` une ouverture partielle des pores pendant le proce´de´ de fabrica-
tion, il peut exister aussi des mousses a` porosite´ ouverte et partiellement ferme´e,
voir Fig. 1.1c. Dans cette the`se, on s’inte´ressera plus particulie`rement aux mousses
polyme´riques a` porosite´ ouverte.
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Figure 1.1 – Exemples de microstructures d’une mousse : (a) polyurethane a` porosite´ ou-
verte ; (b) polye´thyle`ne a` porosite´ ferme´e ; (c) polye´ther a` porosite´ ouverte
et ferme´e [58].
1.1.1 Proce´de´s de fabrication des mousses
Quasiment tous les mate´riaux peuvent eˆtre obtenus sous une forme alve´olaire. Il
existe des mousses en me´tal, en ce´ramique, en verre, mais les mousses en polyme`re
sont les plus utilise´es. Parmi les diffe´rentes techniques de pre´paration des mate´riaux
cellulaires, nous pouvons distinguer deux me´thodes principales : l’utilisation d’un
agent de souﬄage ou l’utilisations d’e´mulsions.
Avec la premie`re technique, deux types d’agents de souﬄage sont normalement
utilise´s : les agents physiques et les agents chimiques. Les agents physiques sont
des liquides avec une tempe´rature d’e´bullition pre`s de la tempe´rature ambiante.
Pendant le proce´de´ de fabrication, la pression e´leve´e ne permet pas au liquide
de passer a` l’e´tat gazeux. La formation des boules commence de`s que le produit
sort du moule. Les compose´s fluoro-chlore´s furent les principaux agents physiques
utilise´s. Les nouvelles lois environnementales ont interdit l’utilisation de ces com-
pose´s. Les agents chimiques sont des substances qui se de´composent a` tempe´rature
e´leve´e en libe´rant un gaz. En particulier, la fabrication de mousses de polyure´thane,
celles utilise´es dans ce travail de the`se, se fait graˆce a` la re´action des monome`res
isocyanates avec l’eau qui libe`re le CO2 ne´cessaire a` la formation de la mousse,
−N = C = O +H2O → −NH2 + CO2 ↑ .
Plus grande est la quantite´ d’eau injecte´e et plus importante est la quantite´ de gaz
produite. La densite´ finale de´pendra de la quantite´ d’eau utilise´e.
La deuxie`me technique utilise des e´mulsions. Elle consiste en deux e´tapes : on
polyme´rise la phase liquide de l’e´mulsion et, une fois la matrice rigide forme´e, on
extrait la phase disperse´e par thermode´gradation, e´vaporation, ou par l’action d’un
solvant. Plus de de´tails sur les proce´de´s de fabrication peuvent eˆtre trouve´s dans
[54].
1.1.2 Proprie´te´s des mousses et leur applications
Pre´parer un mate´riau sous forme alve´olaire permet de changer ses proprie´te´s.
Sur la Fig. 1.2, on reprend un sche´ma de [58] qui compare la densite´ et la conduc-
tivite´ thermique entre les mousses et d’autres mate´riaux.En particulier, sur cette
figure on voit qu’une des caracte´ristiques des mate´riaux alve´olaires est la faible
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Figure 1.2 – Sche´ma comparatif de la conductivite´ thermique et de la densite´ des
mousses et des solides [58].
conductivite´ thermique. Cela permet une isolation thermique fiable et e´conomique.
Par exemple, les mousses polyme´riques trouvent application pour l’isolation ther-
mique des baˆtiments, des camions frigorifiques et des bateaux qui transportent gaz
naturel. De plus, les mousses polyme´riques a` cellules ouvertes sont des bons isolants
acoustiques.
Une autre caracte´ristique principale des mate´riaux alve´olaires est leur faible
densite´. Si, par exemple, les polyme`res ont une densite´ entre 800 et 1200 kg/m3,
une mousse polyme´rique a une densite´ d’environ 30 kg/m3. Les faibles densite´s
permettent l’utilisation dans la construction pour fabriquer des structures le´ge`res.
En effet, les mousses polyme´riques sont largement utilise´es comme noyau des pan-
neaux sandwich. Elles trouvent leur emploi pour les chaˆssis des avions, des yachts,
des ve´hicules spatiaux, des skis et principalement dans toutes les structures ou` le
poids joue un roˆle important. De plus, les mousses polyme´riques a` porosite´ ouverte,
graˆce a` leur compressibilite´ e´leve´e, sont ide´ales pour le rembourrage des coussins,
sie`ges et canape´s. En effet, leur faible couˆt par unite´ de volume encourage leur uti-
lisation.Enfin, les mousses polyme´riques trouvent large emploi dans l’emballage et
dans l’absorption d’e´nergie due au choc, graˆce a` leur comportement caracte´ristique
sous compression. Ceci fera l’objet de la prochaine section.
1.1.3 Comportement sous compression des mousses
Sur la Fig. 1.3, on montre les courbes force e´longation sous compression uni-
axiale pour diffe´rents types de mousses trouve´es dans la litte´rature [11, 60, 73, 89].
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D’abord, on conside`re le comportement des mousses a` porosite´ ouverte de po-
lyme`re thermoplastique, Fig. 1.3a. Si l’on regarde la courbe a` la charge (courbe
pleine), on peut distinguer trois re´gimes : une premie`re branche ascendante presque
line´aire (re´gime line´aire), suivie par un palier a` force presque constante (re´gime
plateau), et enfin une seconde branche ascendante (re´gime de densification). La
particularite´ de la courbe de re´ponse est le long palier, qui permet d’atteindre des
de´formations de 50-70 %. Lors de ce re´gime, on observe une distorsion du sque-
lette de la mousse a` cause du flambement des areˆtes des cellules. Du point de vue
macroscopique, le flambement des areˆtes produit une localisation des de´formations
en bandes orthogonales a` la direction de la compression [83, 126, 128], voir Fig.
1.4. Lors de l’augmentation de la de´formation impose´e le nombre des bandes de
de´formation augmente jusqu’au complet effondrement de la mousse. A` ce stade, les
areˆtes des cellules sont en contact les unes avec les autres, tous les vides sont rem-
plis, et si l’on continue a` comprimer la mousse, la re´sistance augmente rapidement
(re´gime de densification).
A` la de´charge (courbe en pointille´s sur la Fig. 1.3a), la courbe de re´ponse ne suit
pas le meˆme chemin, et un cycle d’hyste´re´sis d’amplitude tre`s importante se forme.
L’aire du cycle d’hyste´re´sis mesure l’e´nergie dissipe´e dans le processus de charge et
de´charge. Un cycle d’hyste´re´sis important permet une grande absorption d’e´nergie.
A` la fin de la phase de de´charge, on observe une petite de´formation re´siduelle. Donc,
une autre particularite´ du comportement de ce type des mousses est d’atteindre
des grandes de´formations qui peuvent eˆtre presque entie`rement re´cupe´re´es lorsque
la charge est enleve´e. Les mousses a` porosite´ ouverte de polyme`re thermoplastique
feront l’objet de notre e´tude expe´rimentale, qui sera pre´sente´e dans le deuxie`me
chapitre. Dans la suite, on compare le comportement des mousses polyme´riques au
comportement d’autres mousses.
Pour les mousses a` porosite´ ferme´e de polyme`re thermoplastique (Fig.
1.3 b), on observe un palier avec une pente positive. Celle-ci est attribue´e a` la
pre´sence du gaz, qui est pris au pie`ge dans les cellules [58]. Dans ce cas, un cycle
d’hyste´re´sis est e´galement observe´ a` la de´charge.
Les courbes de re´ponse des mousses me´talliques a` porosite´ ouverte comme
a` porosite´ ferme´e montrent a` la charge le meˆme comportement a` trois branches,
voir Fig. 1.3c, d. Mais, la valeur de la force au palier est supe´rieure de trois ordres
de grandeur a` celle des mousses polyme´riques a` porosite´ ouverte. D’autre part, la
Fig. 1.3f montre que les comportements a` la de´charge sont tre`s diffe´rents. En effet
a` la de´charge, on suit une courbe presque verticale, et on observe une de´formation
re´siduelle importante. Ce comportement est attribue´ a` la plastification des jonctions
des areˆtes des cellules lors du re´gime plateau [11, 42].
Enfin, si l’on conside`re les courbes de re´ponse desmousses de polyme`re ther-
modurcissable ou de ce´ramique, on n’observe que les deux premiers re´gimes :
la branche line´aire et le palier. En effet dans le palier, des fissures se forment qui
me`nent a` la rupture de l’e´chantillon. Dans la prochaine section, on pre´sentera les
diffe´rentes approches mene´es dans la litte´rature pour de´crire le comportement des
mousses polyme´riques.
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Figure 1.3 – Courbes de re´ponse sous compression des diffe´rents types de mousses : (a)
mousse de polyme`re thermoplastique a` porosite´ ouverte [60] ; (b) mousse de
polyme`re thermoplastique a` porosite´ ferme´e [89] ; (c) mousse d’aluminium
a` porosite´ ouverte [73] ; (d), (f) mousse d’aluminium a` porosite´ ferme´e [11] ;
(e) mousse de polyme`re thermodurcissable [74].
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Figure 1.4 – Deux exemples de bandes de localisation des de´formations sous compression
observe´es par Viot et al. [127] (a) et par Laroussi [83] (b) (c) Image au
SEM qui montre le me´canisme de de´formation par flambement des areˆtes
des cellules [126]. La ligne en trait plein montre la direction du chargement.
1.2 Les mode`les
Pour la description du comportement en compression des mousses, une ap-
proche tre`s re´pandue dans la litte´rature est la mode´lisation microme´canique. Cette
approche se fonde sur l’e´tude de la microstructure des mousses et sur sa repro-
duction dans un code de calcul. On sche´matise la microstructure re´elle comme
des assemblages pe´riodiques de poutres. Ces assemblages doivent eˆtre les plus
simples possible en permettant e´galement de reproduire les caracte´ristiques princi-
pales du comportement. Le but est de relier les caracte´ristiques du comportement
me´canique, comme par exemple la pente initiale de la courbe de re´ponse, aux ca-
racte´ristiques de la microstructure, comme par exemple la densite´ relative. Les
mode`les microme´caniques montrent des difficulte´s dans la description du compor-
tement des mousses pour des grandes de´formations, en particulier du re´gime de
densification, caracte´rise´ par le contact entre les areˆtes. De plus, ils ne donnent
aucunes informations sur le comportement a` la de´charge.
Une autre approche conside`re une mode´lisation macrome´canique. Dans ce cas
la mousse est conside´re´e comme un mate´riau continu. Son comportement est de´crit
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dans le contexte de la me´canique des mate´riaux poreux ou de la the´orie des
me´langes. Cet approche soule`ve des difficulte´s dans la description de l’instabilite´
mate´rielle qui induit la localisation des de´formations.
Dans cette section, on pre´sente des mode`les utilise´s pour les mousses polyme´-
riques a` cellules ouvertes. Pour la mode´lisation microme´canique, on regroupe les
travaux par description ge´ome´trique de la microstructure. Pour la mode´lisation ma-
crome´canique, on introduit brie`vement le travail de Biot sur les mate´riaux poreux
[18], et on donne les ide´es principales de la the´orie des me´langes [23, 34, 121].
1.2.1 Les re´seaux cubiques
La premie`re sche´matisation de la microstructure des mousses, introduite par
Gent et Thomas [55], utilise un re´seau cubique pe´riodique de poutres. L’analyse de
Gent et Thomas se limite a` l’e´tude du re´gime line´aire. En accord avec les re´sultats
expe´rimentaux, le mode`le relie la de´pendance de la pente de la courbe de re´ponse
a` la densite´ relative de la mousse.
Une importante contribution a` la mode´lisation des mousses a e´te´ fournie par
Gibson et Asbhy [57, 58]. En particulier dans [58], les mousses a` porosite´ ouverte
sont sche´matise´es comme un re´seau de cubes dont chaque areˆte est une poutre de
section carre´e, voir Fig. 1.5a. La simplicite´ de la cellule de base permet d’introduire
seulement deux parame`tres ge´ome´triques : l, la longueur des poutres et t, le coˆte´ du
carre´ de la section droite. La densite´ relative est lie´e aux parame`tres ge´ome´trique
l et t par la relation :
dr =
(
t
l
)2
. (1.1)
Gibson et Asbhy conside`rent un comportement line´aire e´lastique des poutres, et ils
supposent comme me´canisme de de´formation dans le re´gime line´aire la seule flexion
des poutres horizontales, voir Fig. 1.5b). En appliquant les re´sultats de la the´orie
des poutres, ils de´terminent le module de Young Em et le module de cisaillement
Gm de la mousse en fonction de la densite´ relative dr et du module de Young Ep
du mate´riau des poutres :
Em = c1Ep d
2
r ,
Gm = c2Ep d
2
r .
(1.2)
En conside´rant les valeurs c1 = 1, c2 = 3/8, ils trouvent des re´sultats en accord
avec les expe´riences.
Pour calculer la charge critique, qui de´termine le de´but du re´gime plateau,
Gibson et Ashby analysent le flambement des poutres verticales. En appliquant la
formule d’Euler pour la contrainte critique, on a que :
σc = c3Ep d
2
r , (1.3)
ou` c3 est une constante positive. Pour le cas particulier des mousses de polyure´thane
a` porosite´ ouverte, Gibson et Ashby proposent la valeur c3 = 0.05. Le re´gime
plateau se termine de`s que toutes les cellules se sont e´crase´es et que la mousse est
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Figure 1.5 – Mode`le de Gibson et Ashby [58]. Cellule de base (a) et me´canisme de
de´formation sous compression (b).
Figure 1.6 – Trois types de cellule de base utilise´es pour la modelisation du comporte-
ment des mousses a` porosite´ ouverte. (a) Le te´trae`dre e´tudie´ par Zhang et
Ashby [131], (b) le dode´caedre rhombique e´tudie par Ko [77] et la cellule
de Kelvin [119].
compacte. Dans le mode`le de Gibson et Ashby, cette transition a lieu pour une
de´formation εd qui de´pend de la densite´ relative :
εd = 1− 1.4 d2r . (1.4)
Ce mode`le se caracte´rise par sa simplicite´. Il permet d’obtenir une estimation
du comportement me´canique d’une mousse a` partir du module de Young Ep et
de la densite´ relative dr. Mais le mode`le introduit des fortes simplifications : les
de´formations axiales des poutres ne sont pas prises en compte, et la microstructure
de la mousse est tre`s ide´alise´e. De plus, l’hypothe`se que les areˆtes des cellules soient
des poutres a` section droite constante n’est raisonnable que pour des mousses avec
une faible densite´ relative (dr = 0.01) [118].
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Figure 1.7 – Mode`le de Gong et al. [60]. Section longitudinale (a) et transversale (b)
d’une areˆte.
1.2.2 Les te´trae`dres
Zhang et Ashby [131] proposent une cellule de base en forme de te´trae`dre : un
assemblage de quatre poutres faisant toutes deux a` deux un angle de 109◦, voir
Fig. 1.6. Ils conside`rent un chargement impose´ en contrainte applique´e au niveau
macroscopique, dont ils calculent les re´sultants sur chacune des quatre poutres. Les
de´formations des poutres sont de´termine´es en supposant un comportement line´aire
e´lastique. Pour obtenir la re´ponse macroscopique, Zhang et Ashby introduisent une
ope´ration de moyenne. Leur analyse est limite´e a` la description du re´gime line´aire
de la courbe de re´ponse.
La meˆme description ge´ome´trique a e´te´ utilise´e dans [129]. Warren et Kraynik
conside`rent des arrangements avec orientations diffe´rentes des te´trae`dres. Le com-
portement macroscopique est obtenu comme moyenne sur toutes les orientations.
Pour la pente de la premie`re branche de la courbe de re´ponse force-de´formation,
Warren et Kraynik obtiennent le meˆme re´sultat que Gibson et Asbhy (1.2), ou` la
valeur de la constante c1 de´pend de la section droite des poutres (0.91 pour une
section droite circulaire, et 1.1 pour une section triangulaire).
1.2.3 Les te´trakaide´cae`dres
Des cellules de base plus complexes, comme par exemple le dode´cae`dre rhom-
bique [77, 105] ou la partition pe´riodique de Kelvin [119], montre´es sur la Fig. 1.6),
ont e´te´ utilise´es afin d’obtenir une description plus soigne´e du comportement des
mousses. La partition de Kelvin, en particulier, a e´te´ utilise´e par plusieurs auteurs
[60, 61, 73, 117, 118, 130, 133], car elle est la structure pe´riodique qui s’approche le
plus de la microstructure re´elle des mousses. La partition propose´e par Kelvin est
un te´trakaide´cae`dre, un polye`dre a` 14 faces, huit hexagonales et sis carre´es, avec
les areˆtes de la meˆme longueur. Cette structure a e´te´ propose´e par Lord Kelvin
comme e´tant une solution possible du proble`me de paver l’espace avec des cellules
de volume unite´ telles que l’aire totale des interfaces soit minimale [119].
Dans la suite on pre´sente le mode`le propose´ par Gong et al. [60, 61, 62].
Ils conside`rent une cellule de Kelvin avec des areˆtes a` section droite de forme
e´picyclo¨ıdale avec trois cuspides (voir Fig. 1.7). De plus, les auteurs conside`rent
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Figure 1.8 – Mode`le de Gong et al. [62]. Courbe de re´ponse (a) et mode de de´formation
(b) d’une chaˆıne de 12 cellules de Kelvin sous compression.
une variation de l’aire des areˆtes le longue de la longueur. Pour prendre en compte
les effets du proce´de´ de fabrication, qui induit un allongement des cellules dans
la direction de l’expansion, Gong et al. supposent que les areˆtes verticales sont de
longueur diffe´rente. Cette hypothe`se est e´galement introduite en [117]. L’analyse
du comportement dans le re´gime line´aire est re´alise´e avec un code de calcul par
e´le´ments finis (ABAQUS).
En [62], Gong et al. e´tudient e´galement le re´gime plateau. Ils montrent que le
de´but du palier correspond a` un point de bifurcation, ou` la solution homoge`ne,
avec une de´formation uniforme dans la mousse, devient instable. La valeur de la
charge critique est calcule´e en utilisent la the´orie des ondes de Bloch (voir aussi
[56, 120]). Cette approche consiste a` conside´rer la re´ponse incre´mentale de la cellule
de base, et a` de´terminer la valeur de la charge pour laquelle il existe un champ de
de´placement u(x), solution du proble`me d’e´quilibre incre´mentale, sous la forme
u(x) = Uo(x) exp(iω x) . (1.5)
Ici Uo(x) est une fonction pe´riodique avec la meˆme pe´riodicite´ de la cellule de base,
et ω est le vecteur des nombres d’onde des modes de bifurcation. Le comportement
post-bifurcation est de´termine´ en imposant une imperfection correspondante au
premier mode critique. Les re´sultats pour une colonne de 12 cellules sont montre´s
sur la Fig. 1.8. On observe que la me´thode permet l’identification de la valeur
critique de la charge, ainsi que le mode de flambement correspondant. Dans le cas
ou` des imperfections de la structure sont prises en compte, on obtient une transition
plus graduelle entre la premie`re branche et le plateau, voir Fig. 1.8.
Le proble`me de la stabilite´ de structures pe´riodiques a e´te´ e´tudie´ par plusieurs
auteurs [14, 90, 120]. Par exemple, Bertoldi et al. [14] ont e´tudie´ une structure
carre´e avec des vides circulaires, et une structure rectangulaire avec des vides de
forme elliptique. Les re´sultats expe´rimentaux ainsi que les re´sultats des simula-
tions nume´riques montrent qu’un effet d’instabilite´ locale cause la localisation des
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Figure 1.9 – Mode`le de Bertoldi [14]. Courbes de re´ponse (a) et me´canismes de
de´formation (b) dans deux structures pe´riodiques carre´es avec vides cir-
culaires de la meˆme taille mais diffe´rent espacement : 9.97 mm (Specimen
1) et 10.97 mm (Specimen 2).
de´formations en bandes et la formation d’un pattern de de´formations, c’est-a`-dire
une organisation pe´riodique particulie`re des cellules, voir Fig. 1.9b. De plus, leur
analyse montre que les courbes de re´ponse, et en particulier le niveau et la longueur
du plateau, varient si l’on modifie la distance entre les pores, voir Fig. 1.9a.
Le re´gime plateau se termine lorsque toutes les cellules sont e´crase´es. Le contact
entre les areˆtes des cellules explique la forte pente, qui caracte´rise la deuxie`me
branche ascendante de la courbe de re´ponse. La mode´lisation nume´rique de ce
re´gime, ou` les areˆtes sont en contact entre elles, est tre`s de´licate. Gong et Kyriakides
[61] de´passent la difficulte´ en introduisant un ressort qui relie les deux extre´mite´s de
la cellule. Ce ressort, qui s’active lorsque la cellule est e´crase´e, empeˆche le contact
des areˆtes.
Le mode`le de Gong et Kyriakides donne une correcte description du me´canisme
d’effondrement des mousses, et il reproduit convenablement la courbe de re´ponse
expe´rimentale. Ce travail montre e´galement que pour obtenir des re´sultats conve-
nables, une mode´lisation microme´canique ne´cessite d’une description fine de la
microstructure. L’e´tude est limite´e a` la description du comportement a` la charge.
1.2.4 Les structures ale´atoires
Dans certains cas, la repre´sentation d’une mousse comme une structure pe´rio-
dique est trop ide´alise´e [110]. En effet, dans l’analyse de la microstructure re´elle,
il n’est pas toujours facile d’identifier une cellule de base re´pe´titive. Pour cette
raison certains auteurs [28, 65, 84, 110, 115] ont sche´matise´ les mousses comme des
structures ale´atoires.
Une des me´thodes utilise´es pour obtenir des assemblages ale´atoires des poutres
est le pavage de Vorono¨ı [84, 125]. Dans cette me´thode, les cellules sont forme´es
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a` partir d’une distribution ale´atoire de points. Autour de chaque point il y a une
re´gion de l’espace qui sera plus proche de ce point que des autres. Cette re´gion
de´finit une cellule de Vorono¨ı. La structure est obtenue en plac¸ant une poutre a`
chaque areˆte des cellules de Vorono¨ı.
Une me´thode diffe´rente pour obtenir une structure ale´atoire a e´te´ propose´e
par Roberts [110]. Il utilise un champ GRF (Gaussian Random Field) y(x), qui
assigne a` chaque point un nume´ro ale´atoire. Un mate´riau poreux peut eˆtre de´fini
en imposant que la re´gion des points ou` −β < y(x) < β soit solide et que la re´gion
comple´mentaire soit vide. Une structure cellulaire a` porosite´ ouverte peut eˆtre
obtenue comme intersection de deux mode`les GRF avec deux valeurs diffe´rentes
de β. Des codes de calcul par e´le´ments finis sont enfin utilise´s pour e´tudier le
comportement de ces assemblages ale´atoires de poutres.
Plusieurs de´tails sur la mode´lisations microme´canique peuvent eˆtre trouve´s dans
la the`se de Laroussi [83], ou dans les livres de Gibson et Asbhy [58] et de Mils et
al [93].
1.2.5 Les mousses comme milieux continus poreux
La premie`re contribution importante a` la compre´hension du comportement des
mate´riaux poreux a e´te´ donne´e par les travaux de Fillunger et von Terzaghi au
de´but de XXe`me sie`cle. Tous les deux professeurs a` la Technische Hochschule de
Vienne, et tous les deux inte´resse´s par le dimensionnement des digues, ils e´tudie`rent
d’abord les solides poreux rigides sature´s de liquide. Leurs expe´riences ont montre´
que la re´sistance d’un mate´riau poreux ne de´pend pas de la pression du liquide qui
est a` l’inte´rieur des pores. Cette e´vidence les a mene´s a` l’introduction du concept
de “contrainte efficace”, encore aujourd’hui bien utilise´.
C’est Biot [18], e´le`ve de von Terzaghi, qui, en ge´ne´ralisant les re´sultats de von
Terzaghi au cas tri dimensionnel, donna une contribution de´cisive a` la mode´lisation
des mate´riaux poreux. Biot suppose que le comportement de la partie solide est
e´lastique line´aire, que le liquide est incompressible, et que l’hypothe`se de petites
de´formations est applicable. La loi de comportement devient
T = 2µE+ (λE · I− ασ)I (1.6)
ou` σ est la pression du liquide, µ et λ sont les constantes de Lame´, α est une
constante positive, T est le tenseur de contrainte de Cauchy et E est le tenseur de
de´formations line´arise´,
E =
1
2
(∇~u+∇~u T ) , (1.7)
ou` ~u est le de´placement du squelette. Une variable ulte´rieure θ est introduite pour
prendre en compte la variation de la quantite´ de liquide dans les pores. En suppo-
sant que la variation de la quantite´ de liquide dans les pores de´pend seulement de
la contrainte hydrostatique dans le solide, Biot propose la relation
θ =
α
3λ+ 2µ
T · I+ σ
R
, (1.8)
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ou` R est une constante positive. De l’hypothe`se d’incompressibilite´ du liquide on
obtient
θ˙ = −div~v , (1.9)
ou` ~v est la vitesse d’e´coulement du liquide. Les forces de volume et les forces
d’inertie e´tant ne´glige´es, la condition d’e´quilibre devient
divT = 0 . (1.10)
Le syste`me d’e´quations donne´ par la condition d’e´quilibre, la loi de comportement
(1.6), et la relation (1.7) ne permet pas de de´terminer les de´placements ~u et la
pression du liquide σ. Le proble`me est re´solu en introduisant la loi de Darcy [34]
~v = −k grad σ, (1.11)
ou` k est le coefficient de perme´abilite´.
En 1956, Biot de´veloppe la the´orie en dynamique pour de´crire la propagation
des ondes dans les milieux poreux [19]. Plus tard, Biot [20] e´tendra la the´orie en
grandes de´formations avec une formulation lagrangienne qui introduit une variable
d’apport de masse fluide. La meˆme approche sera reprise par d’autres auteurs
[30, 31]. En particulier, Coussy [31] a re´organise´ la the´orie de Biot dans le contexte
plus ge´ne´ral de la thermodynamique des mate´riaux continus ouverts polyphase´s.
De nombreux de´tails de cette approche se trouvent dans le livre de Coussy [31].
1.2.6 Les mousses comme me´langes
La mousse est repre´sente´e comme une superposition de deux milieux continus,
le squelette et le fluide, qui peuvent interagir et qui ont une cine´matique diffe´rente.
Cette approche conside`re une e´chelle microscopique ou` le squelette et le fluide
sont distinguables, et une e´chelle macroscopique ou` les deux composants sont su-
perpose´s. Pour prendre en compte ces deux e´chelles, on introduit deux vecteurs
position : r qui de´crit les points au niveau de la microstructure, et x qui identifie
les points a` l’e´chelle macroscopique.
A` l’e´chelle microscopique on conside`re que, dans un volume de controˆle ν,
chaque composant, squelette et fluide, occupe seulement le volume νs, et νf respec-
tivement. A` l’e´chelle macroscopique tous les deux constituants sont superpose´s et
ils occupent le meˆme point x. Pour le passage de l’e´chelle microscopique a` l’e´chelle
macroscopique on introduit une ope´ration de moyenne. Pour cela, diffe´rentes tech-
niques peuvent eˆtre utilise´es [23]. Une technique tre`s re´pandue est la moyenne sur
les volumes. Si fα(r, t) est une grandeur du constituant α de´finie a` l’e´chelle micro-
scopique, on de´finit sa moyenne < fα > (x, t) a` l’e´chelle macroscopique comme :
< fα > (x, t) =
1
ν
∫
ν
fα(r, t)χα(r, t) dV , (1.12)
ou` χα(r, t) est la fonction indicatrice,
χα(r, t) =
{
1 if r ∈ να ,
0 if r /∈ να . (1.13)
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Dans la plupart des cas, la description Eule´rienne est e´galement pre´fe´re´e a` l’e´chelle
macroscopique. Avec l’ope´ration de moyenne, on peut relier les vitesses macrosco-
piques vα(x, t) aux vitesses microscopiques v
α(r, t)
< ρα > ~vα(x, t) =< ρ
α ~v α(z, t) > , α = s, f , (1.14)
ou` ρα est la densite´ relative du composant α.
Les lois de bilan pour les grandeurs moyenne´es a` l’e´chelle macroscopique sont
obtenues a` partir des lois de bilan a` l’e´chelle microscopique. On impose que chaque
composante du me´lange satisfait les e´quations de conservation de la masse et de la
quantite´ de mouvement en forme eule´rienne a` l’e´chelle microscopique :
∂ρα
∂t
+ div(ρα ~v α) = 0 , (1.15)
divTα + ρα~b = ρα ~aα, (1.16)
ou` ρα, ~v α, ~aα sont respectivement la densite´, la vitesse et l’acce´le´ration du com-
posant α, Tα est le tenseur de contrainte de Cauchy, et b repre´sente les forces de
volume que l’on suppose eˆtre uniformes et identiques pour les deux constituants
. En utilisant l’ope´ration de moyenne et en ne´gligeant le terme d’acce´le´ration, on
obtient les e´quations de bilan a` l’e´chelle macroscopique :
∂ρα
∂t
+ div(ρα ~vα) = 0 , (1.17)
divTα + ρα~b+ c
α ~f int = 0 cs = 1 cf = −1 , (1.18)
ou` ρα =< ρ
α >, Tα =< T
α > et f int sont les forces d’interaction fluide-squelette,
qui sont de´duites de la loi de Darcy.
Les mode`les dans la litte´rature diffe`rent par le choix des lois de comportement.
Par exemple, Ehlers et Markert [48] mode´lisent les mousses polyme´riques comme
une me´lange d’un gaz parfait et un squelette viscoe´lastique. La pression du gaz dans
les pores est gouverne´e par la loi de Boyle et Mariotte, et le squelette est de´crit
par le mode`le viscoe´lastique de Maxwell avec une re´ponse a` l’e´quilibre non line´aire.
Pour une pre´sentation comple`te de la the´orie des me´langes, on cite [23, 34, 121].
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Dans ce chapitre on pre´sente la campagne expe´rimentale effectue´e au Labora-
torio di Materiali Polimerici de l’Universite´ de Ferrara pendant la premie`re anne´e
de the`se. L’objet d’e´tude est le comportement sous compression d’une mousse de
polyme`re thermoplastique a` porosite´ ouverte.
On a effectue´ des essais en compression confine´e, de´crits dans la section 2.1,
qui ont confirme´ le comportement sous compression pre´ce´demment pre´sente´ : une
courbe de re´ponse a` trois branches, et une de´formation non homoge`ne de l’e´prouvette.
Dans la section 2.2, on pre´sente la deuxie`me campagne expe´rimentale, avec des es-
sais en compression cyclique plus complexes, qui ont permis une caracte´risation
me´canique comple`te du comportement des mousses. Ces expe´riences montreront
l’apparition d’effets non e´lastiques comme une baisse de la re´sistance avec le nombre
des cycles, une de´pendance a` la vitesse de chargement et un effet de me´moire.
2.1 Compression uniaxiale confine´e
On a commence´ l’e´tude expe´rimentale du comportement me´canique des mousses
polyme´riques avec des essais en compression confine´e. Le confinement sert a` e´viter
le flambage late´ral de la mousse. L’analyse de Gong et al. [62] montre qu’un assem-
blage pe´riodique de cellules de Kelvin en compression uniaxiale montre des modes
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de flambement local, qui de´terminent la localisation des de´formation, et des modes
de flambement global, qui concernent des groupes des plusieurs cellules. On a choisi
de nous concentrer sur l’e´tude de la localisation des de´formations, qui joue, a` notre
avis, un roˆle plus important sur la re´ponse des mousses.
2.1.1 E´quipement et proce´dure de test
Les essais expe´rimentaux en compression confine´e ont e´te´ effectue´s avec une
machine d’essais Instron 4467 et un capteur de force de 500 N. La machine d’essais
n’e´tait pas e´quipe´e pour re´aliser des essais en compression confine´e. On a donc
re´alise´ le montage ne´cessaire. On a construit une boˆıte de polystyre`ne de dimensions
101 × 101 × 60 mm, dont le roˆle e´tait d’assurer le confinement de l’e´prouvette.
La compression e´tait re´alise´e graˆce a` une plaque d’acier de dimensions 100 × 100
× 20 mm, qui pouvait descendre dans la boite sans toucher les bords, et qui e´tait
couple´e avec le capteur de force. Ce couplage a e´te´ re´alise´ a` l’aide d’une barre filete´e
M16, qui, a` une extre´mite´, se visse a` la plaque et a` l’autre extre´mite´ se couple au
capteur a` l’aide d’une goupille. La boˆıte a e´te´ construite en polystyre`ne, qui est
un mate´riau bien plus rigide que la mousse et qui, e´tant transparent, permet le
controˆle visuel sur l’e´volution de la de´formation de l’e´prouvette. La boˆıte a e´te´
fixe´e sur la plaque infe´rieure de la machine d’essais graˆce a` deux e´taux, un syste`me
qui facilite le de´montage des pie`ces, mais en meˆme temps qui permet le centrage
de la boˆıte par rapport a` la plaque supe´rieure en acier. On n’a pas retenu l’ide´e
de lubrifier les parois de la boˆıte, en conside´rant que le frottement de la mousse
sur les parois e´tait ne´gligeable a` cause de la faible de´formation transversale sous
compression de ce type de mousses. L’e´quipement utilise´ est montre´ sur la Fig. 2.1.
On a travaille´ avec une mousse polyme´rique standard, largement utilise´e dans
le domaine grand public pour le rembourrage des coussins, sie`ges et canape´s. On
n’a pas donne´ trop d’importance au choix du type de mousse polyme´rique, car
l’inte´reˆt du travail re´side dans l’e´tude de proprie´te´s ge´ne´rales (localisation des
de´formation, viscosite´, comportement cyclique, etc.), et non dans celle de la re´ponse
d’un mate´riau spe´cifique. La mousse utilise´e est une mousse de polyure´thane a` cel-
lules ouvertes ayant une densite´ de 27 kg/m3. La micrographie sur la Fig. 2.2
montre la structure alve´olaire caracte´ristique de´crite dans le chapitre 1. La mousse
de polyure´thane a e´te´ achete´e en feuilles de dimensions 1000 × 1500 × 50 mm, qui
ont e´te´ coupe´es manuellement, avec une scie a` ruban, en e´prouvettes de dimensions
100 × 100 × 50 mm.
Des pre´-charges d’environ 2 N ont e´te´ utilise´es pour garantir un bon contact
entre la plaque supe´rieure et l’e´prouvette. Les essais prennent fin lorsque le de´pla-
cement de la traverse mobile atteint la valeur de 35 mm, qui correspond a` 70%
de l’e´paisseur de l’e´prouvette. Cette valeur est suffisamment e´leve´e pour pouvoir
reproduire les aspects les plus importants de la courbe de re´ponse. On a choisi une
vitesse de chargement de 1 mm/min, suffisamment lente pour ne pas faire entrer
en jeu les effets rate-dependent.
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Figure 2.1 – L’e´quipement utilise´ pour les essais en compression confine´e
Figure 2.2 – Micrographie de la mousse de polyure´thane utilise´e dans les essais en com-
pression
2.1.2 Re´sultats expe´rimentaux
Sur la Fig. 2.3a, les e´volutions de la contrainte axiale, mesure´e comme force
axiale divise´e par la surface initiale de l’e´prouvette, en fonction de la de´formation
axiale, calcule´e comme le de´placement de la traverse mobile divise´ par l’e´paisseur
initiale de l’e´prouvette, sont montre´es pour cinq e´chantillons diffe´rents. Nous re-
marquons que l’e´prouvette 509 montre un comportement anormal dans le re´gime
plateau, et pour cette raison nous ne l’avons pas prise en compte dans le calcul
de la courbe moyenne (Fig. 2.3b). En accord avec les re´sultats de la litte´rature
pre´sente´s dans le chapitre 1, on observe que dans la re´ponse on peut distinguer
trois re´gimes : une premie`re branche ascendante, un palier, et enfin une deuxie`me
branche ascendante. Ce comportement est typique des les mate´riaux poreux a` cel-
lules ouvertes [57]. En particulier on observe que, pour les mousses en question, les
courbes de re´ponse ont une pente initiale de 145 kPa, et le palier commence pour
une valeur de de´formation de 0.05 et se termine pour une valeur de 0.63.
Pour mettre en e´vidence la localisation des de´formations, une grille rectangulaire
a e´te´ trace´e sur une surface late´rale des e´prouvettes. L’e´volution de la de´formation
de la grille sous compression confine´e est montre´e sur la Fig. 2.4. On observe
qu’apre`s un re´gime ou` la de´formation est homoge`ne, Fig. 2.4a, la de´formation se lo-
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Figure 2.3 – Courbes expe´rimentales en compression confine´e pour les cinq e´prouvettes
(a) et courbe moyenne (b).
calise sur les couches en contact avec la plaque en acier, Fig. 2.4b. Cette localisation
est l’effet de l’e´crasement des cellules cause´ par le flambement des areˆtes. Progres-
sivement, la localisation se propage vers les autres couches au dessous (Fig. 2.4c,
2.4d), et lorsque toutes les cellules sont e´crase´es, la de´formation de l’e´prouvette
redevient homoge`ne, Fig. 2.4e. Cette e´volution des de´formations a e´te´ observe´e sur
le meˆme mate´riau [81, 126, 128], mais aussi sur des mousses a` porosite´s ouvertes
d’alliage d’aluminium [9, 11] et sur des films minces de nanotube de carbone [26].
En effet, dans les expe´riences de Wang and Cuitin˜o [128] la localisation des
de´formations ne commence pas sur la partie supe´rieure de l’e´chantillon. Au contraire,
ils observent trois ou quatre bandes de de´formation perpendiculaires a` la direction
de la charge qui grandissent avec le de´placement impose´. Le fait que dans nos essais
la localisation commence toujours sur une extre´mite´ de l’e´prouvette peut eˆtre ex-
plique´ par la diffe´rence des conditions de contact. En effet, l’extre´mite´ supe´rieure ou`
la localisation de´marre est en contact avec la plaque en acier alors que l’extre´mite´
infe´rieure est en contact avec la boˆıte de polystyre`ne. Dans les essais expe´rimentaux
effectue´s avec diffe´rentes conditions au bord, qui seront de´crits dans la section sui-
vante, la localisation commence sur les deux extre´mite´s.
2.2 Compression uniaxiale non confine´e
Une deuxie`me campagne expe´rimentale a e´te´ de´die´e a` l’analyse des aspects non
e´lastiques qui caracte´risent le comportement des mousses polyme´riques sous com-
pression cyclique. Le but e´tant la compre´hension des phe´nome`nes et non leur des-
cription quantitative et ayant une disponibilite´ limite´e d’e´prouvettes, on a pre´fe´re´
effectuer des diffe´rentes types d’essais sur un nombre re´duit d’e´chantillons plutoˆt
que effectuer le meˆme essai sur diffe´rents e´chantillons. Dans cette deuxie`me cam-
pagne expe´rimentale, on a choisi d’effectuer les essais en compression simple sans
confiner les e´prouvettes. En effet, les diffe´rences du comportement de la mousse en
compression confine´e et non confine´e sont modestes. L’effet le plus remarquable est
une augmentation de la valeur de la force d’environ 0.5 kPa a` partir du plateau
dans les essais confine´es.
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Figure 2.4 – Localisation des de´formations en compression confine´e. Au de´but la
de´formation est homoge`ne (a), puis la de´formation se localise sur les couches
supe´rieures (b), elle se propage aux couches infe´rieures (c), (d) et lorsque
toutes les couches sont e´crase´es la de´formation redevient homoge`ne (e). La
distance entre les lignes composant la grille rectangulaire est, au de´but, de
5 mm.
Figure 2.5 – Localisation des de´formations sous compression uniaxiale non confine´e. Au
de´but la de´formation est homoge`ne (a), puis la de´formation se localise sur
les couches en contact avec les plaques (b), (c), elle se propage aux couches a`
l’inte´rieur (d), (e) et lorsque toutes les couches sont e´crase´es la de´formation
redevient homoge`ne (f). La distance entre les lignes composant la grille
rectangulaire est, au de´but, de 5 mm.
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2.2.1 E´quipement et proce´dure de test
La machine de charge aussi bien que le type de mousse polyme´rique et la
proce´dure de de´coupage des e´prouvette sont les meˆmes que celles de la premie`re
campagne expe´rimentale. Ayant choisi de ne pas confiner les e´prouvettes, on a pu
utiliser les plaques standard d’origine de la machine pour les essais en compression
simple. Comme dans la premie`re campagne, on a applique´ des pre´-charges d’en-
viron 2 N pour garantir un bon contact entre la plaque et l’e´prouvette. Tous les
essais ont e´te´ effectue´s a` tempe´rature ambiante, en controˆlant le de´placement de la
traverse mobile.
Dans les figures illustrant les re´sultats expe´rimentaux, on utilisera la meˆme
convention que pre´ce´demment : on note avec le terme stress la force exerce´e par
l’e´prouvette divise´e par l’aire initiale et avec le terme deformation le rapport entre
le de´placement de la traverse mobile et la distance initiale entre les deux plaques.
2.2.2 Localisation des de´formations
Comme dans le cas des essais en compression confine´e, durant le re´gime pla-
teau, on observe une localisation des de´formations en bandes perpendiculaires a` la
direction de la compression, voir Fig. 2.5. A` la diffe´rence des essais en compression
confine´e, la localisation de´marre dans les couches en contact avec les deux plaques,
et se propage aux couches a` l’inte´rieur. Cette e´volution diffe´rente peut eˆtre attribue´e
aux conditions diffe´rentes de contact entre mousse et plaques. En effet, dans les
essais en compression confine´e l’e´chantillon est en contact avec une plaque d’acier
en haut, et avec une plaque de polystyre`ne en bas. Au contraire, deux plaques
identiques en acier sont utilise´es dans les essais non confine´s. Un le´ger flambement
late´ral de la mousse est observe´ pour les grandes de´formations, voir Fig. 2.5e, f.
2.2.3 Essais en compression cyclique
On a effectue´ des essais en compression cyclique sur trois e´chantillons diffe´rents
avec une vitesse de chargement de 5 mm/min. L’essai est constitue´ de quatre cycles
de charge et de´charge. La phase de de´charge commence lorsqu’un de´placement de
35 mm est atteint, et se termine pour une valeur de la force mesure´e e´gale a` ze´ro.
Les courbes force-e´longation des trois e´chantillons sont montre´es sur la Fig. 2.6
a-c. On observe une certaine diffe´rence sur le plateau a` la charge du premier cycle.
Cette diffe´rence disparaˆıt aux cycles suivants. On conside`re la courbe moyenne
montre´e sur la Fig. 2.6 d. A` la charge, nous remarquons que la re´ponse change
avec le nombre des cycles. On observe une perte de re´sistance importante entre le
premier et le deuxie`me cycle, et une perte plus faible entre les cycles suivants. En
effet, les courbes a` la charge des deux premiers cycles sont bien distinctes au niveau
du plateau, mais elles se rapprochent de`s que l’on parcourt la deuxie`me branche
ascendante. Elles se terminent pour des valeurs de la force quasi identiques. De plus,
on observe que la forme de la courbe de re´ponse change apre`s le premier cycle : les
passages entre les trois diffe´rents re´gimes (premie`re branche, plateau et deuxie`me
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Figure 2.6 – Courbes de re´ponse a` 4 cycles de charge et de´charge pour trois e´prouvettes
diffe´rentes (a-c), et courbe de re´ponse moyenne (d). Vitesse de chargement
5 mm/min.
branche ascendante) sont plus re´guliers, et la longueur du plateau est infe´rieure.
A` la de´charge, les courbes de re´ponse des diffe´rents cycles se superposent a` peu
pre`s, mais on observe une le´ge`re augmentation de la de´formation re´siduelle avec le
nombre des cycles. Ce comportement, e´tudie´ par Gong et al. [61], ressemble a` l’effet
de “softening” observe´ dans les e´lastome`res charge´s, et connu dans la litte´rature
comme effet Mullins.
Pour comprendre si la perte de re´sistance avec le nombre de cycles de´pend de
la de´formation maximale, on a effectue´ des essais en compression cyclique avec
diffe´rentes amplitudes. On a choisi quatre valeurs pour le de´placement maximal de
la traverse mobile : 40, 32.5, 20 et 7.5 mm. Pour chaque valeur, une e´prouvette
a e´te´ soumise a` trois cycles de charge et de´charge. Les re´sultats sont montre´s sur
la Fig. 2.7. On remarque qu’il y a toujours une baisse importante entre la courbe
de chargement du premier cycle et celle du deuxie`me cycle, et que cette perte ne
de´pend pas force´ment de la valeur de la de´formation maximale. On conside`re le
cas ou` au premier cycle la direction de mouvement de la traverse est inverse´e avant
qu’on atteigne la deuxie`me branche ascendante (Fig. 2.7 c, d). On observe une
importante diffe´rence entre la courbe a` la charge du premier cycle et celles des
cycles suivants, avec l’apparition d’une deuxie`me branche ascendante. Pour toutes
les valeurs de la de´formation maximale, les re´ponses a` la de´charge ne changent pas
avec le nombre des cycles.
28 E´tude expe´rimentale
0 0.2 0.4 0.6 0.8
0
5
10
15
(a)
Deformation
St
re
ss
 (k
Pa
)
0 0.2 0.4 0.6 0.8
0
5
10
15
(b)
Deformation
St
re
ss
 (k
Pa
)
0 0.2 0.4 0.6 0.8
0
5
10
15
(c)
Deformation
St
re
ss
 (k
Pa
)
0 0.2 0.4 0.6 0.8
0
5
10
15
(d)
Deformation
St
re
ss
 (k
Pa
)
Figure 2.7 – Courbes de re´ponse a` 3 cycles de charge et de´charge a` diffe´rentes ampli-
tudes. Vitesse de chargement 5 mm/min.
2.2.4 Essais en compression cyclique apre`s des pe´riodes de
repos
Dans cette section on e´tudie la nature de l’effet de stress softening pre´ce´demment
de´crit. L’analogie entre cet effet et l’effet Mullins, caracte´ristique des e´lastome`res
charge´s, nous a fait penser que la perte de re´sistance e´tait due a` l’endommagement
de la mousse. Pour ve´rifier cette hypothe`se, on a effectue´ des essais en compression
cyclique entrecoupe´s par des pe´riodes de repos. Une e´prouvette vierge a e´te´ soumise
a` quatre cycles de charge et de´charge avec une de´formation maximale de 70%, et
une vitesse de chargement de 5 mm/min. On a effectue´ a` nouveau le meˆme essai
sur le meˆme e´chantillon apre`s des pe´riodes de repos de dure´e croissante : 16 heures,
52 heures et 33 jours. Les courbes de re´ponse sont montre´es sur la Fig. 2.8. Dans
l’essai sur l’e´chantillon vierge, un proble`me de controˆle de la machine a perturbe´ le
de´marrage des cycles suivants le premier. Donc, nous ne nous e´tendrons pas sur les
courbes sur la Fig. 2.8a, donne´es ici car elles concernent le meˆme e´chantillon, mais
on se re´fe´rera plutoˆt a` la re´ponse montre´e sur la Fig. 2.6d, qui est une moyenne sur
trois e´chantillons vierges.
Si l’on compare les re´ponses a` la charge du premier cycle pour les diffe´rents
essais, on remarque que seule la courbe de l’e´chantillon vierge a une pente positive
au niveau du plateau. De plus, on observe que la courbe de re´ponse au premier
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Figure 2.8 – Courbes de re´ponse a` 4 cycles de charge et de´charge sur un e´chantillon
vierge (a), apre`s une pe´riode de repos de 16 heures (b), 52 heures (c) et 33
jours (d).
cycle de charge du deuxie`me essai, Fig. 2.8b, se superpose a` peu pre`s a` la courbe
de re´ponse du deuxie`me cycle du premier essai, Fig. 2.8a. Ceci signifie qu’apre`s une
pe´riode de repos de 16 heures, la mousse a re´cupe´re´ la perte de re´sistance cause´e
par les trois derniers cycles du premier essai. Dans le troisie`me essai, effectue´ apre`s
une pe´riode de repos ulte´rieure de 52 heures, on n’observe pas de changements
importants des courbes de re´ponse voir Fig. 2.8b, c. Ceci signifie que le deuxie`me
essai n’a pas endommage´ la mousse polyme´rique. Sur la Fig. 2.8d, qui montre les
re´sultats du dernier essai apre`s 33 jours, on observe une augmentation de 4 kPa
a` environ 4.5 kPa de la valeur de la force au niveau du plateau. Ce recouvrement
sugge`re que la mousse a partiellement re´cupe´re´ la perte de re´sistance cause´e par le
premier cycle du premier essai.
2.2.5 Essais a` diffe´rentes vitesses de charge
On a e´tudie´ la de´pendance de la re´ponse a` la vitesse de chargement, en effectuant
deux cycles de charge et de´charge a` trois vitesses diffe´rentes : 0.1, 5 et 100 mm/min.
Pour chaque vitesse, on a teste´ trois e´prouvettes. Les courbes moyennes contrainte-
de´formation sont montre´es sur la Fig. 2.9a, b, c. Pour faciliter l’analyse, sur la Fig.
2.9d on compare les courbes de re´ponse au premier cycle pour les trois vitesses.
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Figure 2.9 – Courbe de re´ponse a` 2 cycles de charge et de´charge a` une vitesse de char-
gement de 0.1 mm/min (a), 5 mm/min (b) et 100 mm/min (c). (d) Com-
paraison des re´ponses aux premiers cycles pour les trois vitesses
Pour les trois vitesses (Fig. 2.9 a, b, c), on retrouve l’effet de stress softening
de´crit dans la section pre´ce´dente. Cet effet ne semble pas eˆtre influence´ par la
vitesse de chargement. Si l’on conside`re la Fig. 2.9 d, on observe un de´calage vers
le haut des courbes de re´ponse avec l’augmentation de la vitesse de chargement. Ce
de´calage est plus important a` la charge qu’a` la de´charge, et donc il induit une le´ge`re
augmentation de l’amplitude du cycle d’hyste´re´sis avec la vitesse de chargement.
Au contraire, la de´formation re´siduelle ne varie pas sensiblement avec la vitesse de
chargement. La de´pendance a` la vitesse de chargement met en e´vidence le caracte`re
rate-dependent de la re´ponse.
2.2.6 Expe´riences ulte´rieures en compression
Cette section est de´die´e a` l’investigation du comportement des mousses lors-
qu’elles sont soumises aux cycles de charge et de´charge de petite amplitude qui ne
causent pas de changements de phase.
L’essai consiste en un chargement en compression qui est interrompu trois fois
par un cycle de de´charge et recharge de petite amplitude. La direction de la traverse
mobile est inverse´e lorsque le de´placement atteint les valeurs : 10 et 7.5 mm, 20 et
17.5 mm, 30 et 27.5 mm. On a effectue´ le meˆme essai avec deux vitesses de charge-
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ment diffe´rentes : 1 et 0.1 mm/min. Les re´sultats sont montre´s sur la Fig.2.10 a,b.
Bien que l’amplitude des cycles soit la meˆme en terme de de´placement impose´,
on trouve des cycles d’hyste´re´sis d’amplitudes diffe´rentes. En effet, l’amplitude du
cycle d’hyste´re´sis diminue si l’on augmente la de´formation a` laquelle on de´charge.
Entre deux cycles, la courbe suit la re´ponse observe´e dans les essais de chargement
monotone. Une re´duction de dix fois de la vitesse de chargement abaisse le niveau
du palier de la courbe de re´ponse principale, mais ne re´duit pas sensiblement les
amplitudes des cycles d’hyste´re´sis. On a effectue´ le meˆme type d’essai a` partir
du plateau infe´rieur, Fig. 2.10 c. Dans ce cas, on observe des cycles d’hyste´re´sis
d’amplitude infe´rieure.
Pour comprendre si les cycles d’hyste´re´sis sont cause´s par la viscosite´ de la
mousse ou par la rigidite´ de la machine d’essai, on a effectue´ des expe´riences
ulte´rieures. Dans ces essais, le cycle de de´charge et recharge a e´te´ interrompu par
des pe´riodes ou` la position de la traverse restait fixe. On a conside´re´ deux combi-
naisons diffe´rentes : quatre pe´riodes de relaxation d’une heure, Fig. 2.10d, et onze
pe´riodes de relaxation de 45 minutes, Fig. 2.10e, f. Sur les courbes de re´ponse, on
remarque la pre´sence des segments verticaux qui montrent la relaxation de la force
sous de´formation constante. Si l’on augmente le nombre des intervalles de relaxa-
tion ainsi que leur dure´e, le cycle d’hyste´re´sis tend a` disparaˆıtre. Ceci confirme la
nature visqueuse du phe´nome`ne.
Une dernie`re expe´rience a e´te´ effectue´e pour comprendre si la re´ponse des
mousses de´pend de toute l’histoire de de´formation pre´ce´dente ou seulement de
la de´formation maximale pre´ce´demment atteinte. A` ce propos, une e´prouvette a
e´te´ assujettie a` trois cycles de charge et de´charge avec une de´formation maximale
de 0.15, suivis par trois cycles avec une de´formation maximale de 0.4, Fig. 2.11
a. Entre les deux chargements l’e´prouvette a e´te´ maintenue a` une de´formation
constante pour une pe´riode de 25s, pe´riode ne´cessaire pour changer le re´glage des
parame`tres de la machine. Les courbes de re´ponse sont montre´es sur la Fig. 2.11
b. On remarque que les courbes de la deuxie`me se´rie sont diffe´rentes des courbes
observe´es pour l’e´chantillon vierge, 2.7 c. En effet, on observe des bosses, plus
e´videntes a` la charge que a` la de´charge, correspondant a` la de´formation maximale
de la premie`re se´rie de cycles. Ceci signifie que la re´ponse de la mousse de´pend de
toute l’histoire de de´formation pre´ce´dente et pas seulement de sa valeur maximale.
Notre analyse sur le comportement cyclique des mousses est comple´te´e par des
essais complexes avec phases de charge et de de´charge, intercale´es par des pe´riodes
de relaxation et de repos. Les re´sultats sont montre´s sur les Fig. 2.11c-f.
2.2.7 Essais de relaxation
Les re´sultats expe´rimentaux de´crits dans les sections pre´ce´dentes montrent la
pre´sence d’effets visqueux. Par conse´quent, on a effectue´ des essais de relaxa-
tion pour de´terminer la fonction de relaxation du mate´riau. Du point de vue
the´orique, l’essai de relaxation consiste a` imposer instantane´ment une de´formation
a` l’e´prouvette et de mesurer, en gardant fixe la de´formation, la variation de la force
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Figure 2.10 – Cycles de charge et de´charge de petites amplitudes. Trois cycles sur le
plateau supe´rieur avec une vitesse de chargement de 1 mm/min (a) et de
0.1 mm/min (b). Trois cycles sur le plateau infe´rieur a` 1 mm/min (c). Un
cycle de charge et de´charge interrompu par 4 relaxations de 1h (d), et 11
relaxations de 45 min (e). (f) De´tail de la figure (e).
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Figure 2.11 – Essais complexes en compression cyclique. Histoires de de´formation ap-
plique´es (colonne a` gauche) et courbes de re´ponse (colonne a` droite).
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Figure 2.12 – Essai de relaxation de 72 heures avec une vitesse de chargement de 250
mm/min.
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Figure 2.13 – Essai de relaxation de 10 jours avec une vitesse de chargement de 5
mm/min.
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Figure 2.14 – Essai de relaxation de 20 jours avec une vitesse de chargement de 1
mm/min.
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avec le temps. Il est clair qu’en pratique, le chargement n’est pas instantane´. En
effet, pour la machine d’essais en utilisation la vitesse de chargement maximale est
de 250 mm/min.
On a effectue´ une phase de charge a` 250 mm/min jusqu’a` la valeur de de´placement
de la traverse de 35 mm, et on a garde´ cette valeur du de´placement pour 72 heures.
Cet essai a e´te´ effectue´ sur trois e´prouvettes vierges diffe´rentes. La courbe de
re´ponse moyenne est montre´e sur la Fig. 2.12. De plus, on a choisi d’effectuer
des essais de relaxation en conside´rant pour la vitesse de chargement deux valeurs
pour lesquelles on avait de´ja` effectue´ les essais en compression cyclique : 5 mm/min
et 1 mm/min. Dans les deux cas, on a teste´ une seule e´prouvette mais sur des temps
plus longs : 10 jours pour la charge a` 5 mm/min et 20 jours pour la charge a` 1
mm/min, Les re´sultats sont montre´s sur les Fig. 2.13 et 2.14.
Dans les trois cas, on observe une re´duction de la force tre`s rapide dans les
premie`res minutes suivie par une re´duction plus lente qui se manifeste pour toute
la dure´e de l’expe´rience. Ce comportement, caracte´rise´ par deux relaxations avec
e´chelles de temps tre`s diffe´rentes, est similaire au comportement des e´lastome`res
observe´ par Amin et al. [4].
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Dans ce chapitre on pre´sente le mode`le e´lastique utilise´ en [103] pour de´crire
deux aspects du comportement des mousses polyme´riques sous compression : la lo-
calisation des de´formations et le cycle d’hyste´re´sis. Comme on a vu dans la section
2.1, la courbe de re´ponse sous compression des mousses polyme´riques a` porosite´s
ouvertes est caracte´rise´e par trois re´gimes : une premie`re branche line´aire, un pa-
lier et une deuxie`me branche ascendante. Dans le re´gime du palier, on observe
une localisation des de´formations en bandes perpendiculaires a` la direction de la
compression.
On montrera que ce comportement peut eˆtre reproduit a` l’aide d’un mode`le
e´lastique ou` la mousse polyme´rique est repre´sente´e comme une chaˆıne de ressorts
non line´aires avec une e´nergie de de´formation non convexe. Cette approche est
ge´ne´ralement utilise´e pour la description du comportement des alliages a` me´moire
de forme. Dans ce cas, une e´nergie de de´formation non convexe est introduite pour
prendre en compte les deux phases cristallines austenite et martensite du mate´riau.
Dans notre cas, les deux phase sont celles avant et apre`s le flambement des areˆtes.
La localisation des de´formations est de´crite comme un changement progressif de
phase des ressorts. Le mode`le introduit est unidimensionnel, et donc il ne peut pas
de´crire les diffe´rences, en terme de localisation des de´formations, entre compression
confine´e et non confine´e.
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Ce deuxie`me chapitre s’ouvre avec un aperc¸u des ide´es de base sur lesquelles
notre mode`le s’appuie. Le mode`le e´lastique, objet de l’article [103], est de´crit dans
les sections 3.2 et 3.3. Dans la section 3.2 on propose une expression tridimension-
nelle de l’e´nergie de de´formation qui permet d’obtenir une courbe de re´ponse non
monotone. Dans la section 3.3, on pre´sente un mode`le discret pour la description
de la localisation des de´formations. On verra aussi que le mode`le e´lastique n’est
pas apte a` de´crire tous les aspects du comportement des mousses. Une analyse plus
approfondie, prenant en compte les effets visqueux, est ne´cessaire. Cette analyse
fera l’objet du chapitre suivant de ce me´moire.
3.1 L’origine du mode`le
Le but de cette section est de pre´senter la litte´rature sur le proble`me d’e´quilibre
d’un corps avec une e´nergie de de´formation non convexe. La liste des articles cite´s
est loin d’eˆtre exhaustive, puisque on s’est borne´ aux e´tudes directement lie´es a` la
construction de notre mode`le.
D’abord on de´crit le travail d’Ericksen [50], le premier a` avoir e´tudie´ la stabilite´
de l’e´quilibre d’une barre prenant en compte la non convexite´ de l’e´nergie. Puis, on
pre´sente une liste d’auteurs qui ont e´tudie´ la version discre`te du proble`me d’Erick-
sen. Enfin, on de´crit le travail de Gioia et al. [59], ou` les re´sultats d’Ericksen sont
applique´s a` la description des mousses polyme´riques.
3.1.1 Le travail pionnier d’Ericksen
Dans cette section on pre´sente le travail de Ericksen [50], en suivant l’exposition
de Del Piero [37]. On conside`re une barre de longueur L qui dans la configuration
de re´fe´rence occupe la re´gion monodimensionnelle Ω = (0, L), et qui est sujette a` la
transformation u qui transforme le point X de Ω en le point x = u(X). En suivant
le travail d’Ericksen, on commence l’e´tude en supposant que la transformation soit
assez re´gulie`re, u ∈ C2((0, L)), et apre`s on montrera que cette hypothe`se est trop
restrictive en pre´sence d’instabilite´s mate´rielles.
L’e´nergie de de´formation la barre peut eˆtre e´crite sous la forme :
W (u′(X)) =
∫ L
0
w(u′(X)) dX , (3.1)
avec w la densite´ d’e´nergie de de´formation, une fonction de classe C3 de´finie sur
l’intervalle (0,L).. Ericksen conside`re le cas ou` w est une fonction non convexe de
u′ du type montre´ sur la Fig. 3.1. On conside`re deux types de chargement de la
barre : on fixe une extre´mite´ et on applique ou une force σ (soft device), ou un
de´placement u¯ (hard device) a` l’autre extre´mite´. Dans les deux cas, l’e´nergie totale
du syste`me et les conditions au bord deviennent, respectivement,
E(u′(X)) =
∫ L
0
w(u′(X)) dX − σu(L) , u(0) = 0 soft device ,
E(u′(X)) =
∫ L
0
w(u′(X)) dX , u(0) = 0 , u(L) = u¯ hard device .
(3.2)
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La condition au bord (3.2) dans le cas hard device peut eˆtre re´e´crite sous la forme∫ L
0
x′ dX = λL , (3.3)
ou` λ = u¯/L est l’allongement totale de la barre.
Les configurations d’e´quilibre y sont des configurations extre´males de E, et donc
elles doivent satisfaire l’e´quation d’Euler- Lagrange. Cela impose que
w′(y′(X)) = σ = const. , (3.4)
ou` w′ est la de´rive´e de w par rapport a` u′ et σ est la force applique´e dans le cas
soft device ou un multiplicateur de Lagrange dans le cas hard device. Puisque la
de´rive´e w′ repre´sente la contrainte, les configurations d’e´quilibre sont celles ou` la
contrainte est la meˆme dans tous les points de la barre. Etant w′ non monotone,
des configurations d’e´quilibre biphase´e sont possible.
Pour e´valuer la stabilite´ des configurations d’e´quilibre, Ericksen utilise un crite`re
e´nerge´tique. Soit y′ une configuration d’e´quilibre, et u′ toute configuration qui
satisfait les conditions au bord. On dira que y′ est stable si c’est un point de
minimum global de l’e´nergie, et que elle est metastable si c’est un point de minimum
local. Une condition ne´cessaire pour que y′ soit un minimum est que la variation
d’e´nergie
∆E = E(u′)− E(y′) (3.5)
soit non ne´gative. Dans notre cas cette condition implique la
w′′(y′(X)) ≥ 0 , (3.6)
condition ponctuelle de stabilite´ [37].
De´terminons les configurations d’e´quilibre y′ ∈ C0((0, L)). Pour σ connue, les
configurations d’e´quilibre se trouvent sur les intersections de la ligne horizontale
a` la valeur σ avec la courbe w′, et pour la forme de w′ choisie, on peut avoir au
maximum trois points d’intersection. L’hypothe`se que y′ soit continue implique que
y′ soit constante dans toute la barre. De plus, la condition de stabilite´ (3.6) limite
y′ aux deux branches ascendantes,
w′(y′) = σ , a < y′ ≤ x′1 ou x′2 ≤ y′ < b .
Donc, on a une seule configuration continue d’e´quilibre stable si σ < σ1, ou σ >
σ2, et deux configurations si σ2 ≤ σ ≤ σ2. Si l’on conside`re le cas hard device,
l’hypothe`se que y′ soit continue donne la solution unique :
y′ = u¯/L , σ = w′(u¯/L) .
Mais, cette solution ne satisfait pas la condition de stabilite´ (3.6) lorsque x′1 <
u¯/L < x′2. Il est clair que l’hypothe`se initiale que la solution soit C
1 est trop
restrictive.
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Figure 3.1 – (a) E´nergie de de´formation de la barre d’Ericksen (ligne pleine), et sa
convexifie´e (ligne en pointille´). (b) Relation d’aires e´gales qui gouverne la
position des points α1, α2 et la valeur de la contrainte de Maxwell σ¯.
Ericksen e´tend l’e´tude au cas de u′ continue par morceaux. Dans ce cas, d’autres
configurations d’e´quilibre sont possibles. Pour chaque valeur de σ dans l’intervalle
(σ1, σ2), on peut trouver deux points ασ et βσ sur les deux branches ascendantes
tels que w′(ασ) = w′(βσ) = σ. Alors pour chaque χ ∈ (0, 1), la configuration
y′σ,χ(X) =
{
ασ pour X ∈ (0, χL) ,
βσ pour X ∈ (χL, L) , (3.7)
est une configuration d’e´quilibre possible. On appellera cette configuration une
configuration biphase´e car la valeur ασ appartient a` la premie`re branche ascendante
(phase A) et βσ a` la deuxie`me branche ascendante (phase B). Les valeurs χ et (1−χ)
sont respectivement les fractions de phase A et B. Dans les cas limites de χ = 0 et
χ = 1, on retrouve les configurations homoge`nes monophase´es. A` la configuration
y′σ,χ correspond une e´longation totale de la barre
λ = ασ (1− χ) + βσ . (3.8)
Au contraire, a` chaque couple (σ, λ) avec σ ∈ [σ1, σ2] et λ ∈ [x′1, x′2], correspond la
configuration biphase´e avec
χ =
βσ − λ
βσ − ασ . (3.9)
En effet, les configurations yσ,χ ne sont pas les seules configurations d’e´quilibre pos-
sibles. On peut avoir des configurations avec des points sur la branche descendante
de wu′. Pour ces points la condition de stabilite´ (3.6) n’est pas satisfaite, donc ces
configurations ne sont pas stables et elles ne seront pas conside´re´es. De plus, pour
chaque σ et χ on peut avoir des configurations d’e´quilibre avec des distributions
des valeurs ασ et βσ dans la barre diffe´rentes de celle introduite en (3.7), de fac¸on
d’avoir plusieurs interfaces entre les zones avec phases diffe´rentes. Du point de vue
e´nerge´tique, ces configurations sont e´quivalentes aux configurations y′σ,χ, et donc il
n’est pas ne´cessaire de les distinguer.
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On de´termine les configurations d’e´quilibre stable, c’est a` dire les minima glo-
baux de l’e´nergie. On appelle α1, α2 les deux points ou` la courbe w a la meˆme
tangente de pente σ¯ (voir Fig. 3.1), et on introduit la fonction wc,
wc(u′) =
{
w(u′) pour u′ /∈ (α1, α2),
w(α1) + σ¯(u
′ − α1) pour u′ ∈ (α1, α2) . (3.10)
La tangente avec pente σ¯ est appele´e droite de Maxwell. La fonction wc est la
convexifie´e de w, elle est convexe et
wc(u′) ≤ w(u′) ∀u′ ∈ (a, b) .
Ces proprie´te´s permettent d’obtenir une borne infe´rieure de l’e´nergie pour une
e´longation λ impose´e,
E(u′) ≥ Lwc(λ) .
Pour toute la valeur de λ, on peut trouver une configuration d’e´quilibre qui a
une e´nergie Lwc(λ), et qui est donc un minimum global. En effet si λ /∈ (α1, α2),
la configuration homoge`ne avec y′ = λ a l’e´nergie totale Lw(λ) = Lwc(λ). Si
λ ∈ (α1, α2), la limite Lwc(λ) est atteinte par la configuration biphase´e y′σ¯,χ pour
χ =
α2 − λ
α2 − α1 . (3.11)
Dans le cas soft device, le minimum global est la configuration monophase´e y′σ¯,1
avec χ = 1 si σ < σ¯, et la configuration monophase´e y′σ¯,0 avec χ = 0 si σ > σ¯.
Pour σ = σ¯ toutes les configurations y′σ¯,χ ont la meˆme e´nergie et toutes sont des
configurations d’e´quilibre stable. Donc, dans les deux cas la courbe des minima
globaux est la meˆme. Elle est l’union du segment de la premie`re courbe ascendante
avec σ < σ¯, du segment de la deuxie`me courbe ascendante pour σ > σ¯, et du
segment de la droite de Maxwell entre les deux. Elle est montre´e sur la Fig. 3.2.
Afin de de´terminer la re´ponse de la barre, il faut conside´rer les configurations de
minimum local. Celles-ci de´pendent du choix de l’espace fonctionnel ou` on pose le
proble`me et, en particulier, de la notion de distance que l’on introduit. Par exemple,
si l’on conside`re la distance
‖y′ − u′‖1 :=
∫ L
0
|y′(X)− u′(X)|dX ,
on peut montrer que les minima locaux co¨ıncident avec les minima globaux [37].
Au contraire, si l’on conside`re la distance
‖y′ − u′‖∞ := sup
X∈(0,L)
|y′(X)− u′(X)| ,
toutes les configurations y′σ,χ sont des minima locaux [37]. Donc, la re´ponse de´pend
du choix de la distance. Si l’on conside`re la distance ‖ · ‖1, il n’y a pas d’autres
configurations de minimum a` part les minima globaux. Donc, la re´ponse suit la
courbe en trait continu sur la Fig. 3.2b. Dans ce cas, les courbes a` la charge et a` la
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Figure 3.2 – Courbes de re´ponse de la barre d’Ericksen dans le cas soft device (a) et hard
device (b), en conside´rant la distance ‖ · ‖1 (lignes pleines), ou la distance
‖ · ‖∞ (lignes pointille´es).
de´charge co¨ıncident. Au contraire si l’on prend la distance ‖ · ‖∞, toutes les points
dans la re´gion en gris sur la Fig. 3.2b repre´sentent des configurations de minima
locaux. Donc, le syste`me reste dans la configuration monophase´e pour σ = σ¯, et
la bifurcation de la configuration homoge`ne se produit pour σ = σ1 a` la charge et
pour σ = σ2 a` la de´charge. La re´ponse suit la courbe en tirets sur la Fig. 3.2, et
on observe un cycle d’hyste´re´sis. Du point de vue physique, le choix de la distance
devrait prendre en compte la capacite´ du mate´riau a` passer les barrie`res d’e´nergie.
Par exemple avec la distance ‖ · ‖∞, on conside`re un mate´riau qui ne peut pas
passer aucune barrie`res d’e´nergie et qui reste dans la configuration de minimum
local jusqu’a` ce qu’elle devient instable. Donc, le choix de la distance pourrait eˆtre
vu comme un choix constitutif sur le mate´riau.
Pour re´sumer, on a vu que le comportement d’hyste´re´sis peut eˆtre de´crit dans
le contexte de l’e´lasticite´ non line´aire en supposant une e´nergie de de´formation non
convexe. De plus, ce travail de Ericksen fait e´merger deux questions importantes :
dans quel espace fonctionnel faut-il poser le proble`me d’e´quilibre, et quel crite`re
de choix faut-il introduire lorsque plusieurs solutions sont possibles ? Les travaux
de Ball et James [5], Mu¨ller [96] et Truskinovsky et Zanzotto [124] essayent de
re´pondre a` ces questions.
3.1.2 Les mode`les discrets
Pour de´crire le comportement des syste`mes avec e´nergie non convexe, sans les
difficulte´s techniques rencontre´es dans la formulation continue, plusieurs auteurs
ont propose´ des versions discre`tes du proble`me d’Ericksen. En effet avec les mode`les
discrets, on e´chappe au proble`me de la de´pendance de la re´ponse du choix de la
distance, car toutes les distances sont e´quivalentes.
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Mu¨ller et Villaggio [94] ont conside´re´ une chaˆıne de ressorts avec une e´nergie de
de´formation a` deux puits, et ils ont montre´ la non unicite´ des chemins d’e´quilibre
me´tastables. Plus tard, d’autres auteurs [53, 112] ont e´tudie´ le proble`me dans le cas
spe´cifique d’une loi de comportement tri-line´aire. Dans la plupart de ces travaux, on
suppose que les ressorts ne peuvent pas suivre la branche descendante de la courbe
de re´ponse. Au contraire, Puglisi et Truskinovsky [107] analysent les configurations
avec des e´le´ment sur la branche descendante, et ils trouvent une condition entre les
pentes des branches de la courbe de re´ponse qui permet d’avoir des configurations
d’e´quilibre stables avec un ressort sur la branche descendante.
Dans les syste`mes discrets avec une seule chaˆıne de ressorts, les configura-
tions d’e´quilibre diffe`rent par le nombre des e´le´ments dans les deux phases, mais
pas par leurs positions dans la chaˆıne. En effet, toutes les configurations avec le
meˆme nombre d’e´le´ments dans les deux phases sont e´quivalentes du point de vue
e´nerge´tique. Dans ces mode`les simples, on ne peut donc pas e´tablir l’ordre des
transitions de phases des e´le´ments ni le lieu de la localisation des de´formations. On
a des informations supple´mentaires sur l’e´volution des transitions de phase si l’on
ajoute a` la chaˆıne des ressorts line´aires next-to-neighbor, qui relient deux e´le´ments
e´loigne´s, voir [27, 106]. Les nouveaux ressorts sche´matisent les interactions non lo-
cales et ils permettent de de´crire les diffe´rents modes d’e´volution des transitions
de phase : un seul front de propagation qui de´marre a` une extre´mite´, ou deux
fronts de propagation qui de´marrent au centre de la chaˆıne ou aux deux extre´mite´s
simultane´ment.
Puglisi [106] a e´galement analyse´ le cas d’he´te´roge´ne´ite´s et de de´fauts de la
structure. Pour prendre en compte ces aspects, il suppose que les ressorts ont
une e´nergie de de´formation diffe´rente les uns des autres. Avec cette hypothe`se, on
obtient une courbe de re´ponse avec une pente positive du plateau.
Plusieurs auteurs [6, 7, 25, 116, 122] ont e´tudie´ des chaˆınes des masses-ressorts
a` e´nergie non convexe en dynamique. En particulier, les simulations nume´riques
de Balk et al. [6] montrent que le syste`me passe d’un re´gime stationnaire, ou` les
de´formations des ressorts sont constantes, a` un re´gime ou` les masses oscillent et le
syste`me devient instable. Cette transition se produit avec deux fronts d’onde qui
se propagent a` des vitesses diffe´rentes. Entre les deux fronts les masses ont une
vitesse constante.
Les de´tails sur les mode`les discrets seront pre´sente´s dans la section 3.3, ou`
les re´sultats de Puglisi et Truskinovsky [107] seront applique´s a` la description du
comportement des mousses polyme´riques.
3.1.3 L’application aux mousses
L’ide´e d’une e´nergie de de´formation non convexe a trouve´ un large champ d’ap-
plication dans la mode´lisation du comportement des alliages a` me´moire de forme
[1, 16, 95]. Puisque la re´ponse des mousses polyme´riques a` porosite´s ouvertes montre
des analogies avec le comportement supere´lastique des alliages a` me´moire de forme,
44 Mode`le e´lastique
Figure 3.3 – (a) Sche´matisation de la mousse comme une structure de poutres. E´le´ment
de base (b) et e´le´ment de base re´duit a` deux poutres (c). [59]
ceci a sugge`re la possibilite´ d’appliquer l’ide´e d’Ericksen a` la description du com-
portement des mousses.
Dans ce qui suit, on pre´sente le travail de Gioia et al. [59], le premier a` notre
connaissance qui ait explore´ cette voie. En [59], la mousse polyme´rique est repre´sente´e
comme une structure pe´riodique engendre´e par la re´pe´tition d’un e´le´ment de base,
une cellule compose´e de quatre poutres (Fig. 3.3a, b). Lorsqu’on applique un
de´placement λ dans la direction axiale, si l’on suppose qu’il n’y a pas de flambage
de la poutre L1, l’e´tude de la de´formation de l’e´le´ment de base se re´duit a` l’e´tude
d’une structure a` deux e´le´ments, Fig. 3.3c. En plus, si l’on suppose que les poutres
sont a` section droite circulaire de rayon r avec une loi de comportement line´aire
e´lastique, la ge´ome´trie de la structure est de´termine´e par trois parame`tres : r˜ = r/L,
L˜1 = L1/L, et l’angle α entre L et L1. Avec des conside´rations ge´ome´triques, on
peut e´crire la densite´ relative de la mousse comme fonction de ces trois parame`tres :
ρ =
2pir˜2(3 + L˜21) csc
2 α
3
√
3(L˜1 + cosα)
. (3.12)
Gioia et al. calculent l’e´nergie de de´formation de la structure en utilisant la the´orie
des poutres, et ils montrent qu’elle est une fonction non convexe de λ si la densite´
ρ est infe´rieure a` une certaine valeur critique ρc. La non convexite´ de l’e´nergie per-
met d’avoir deux phases du mate´riau, une phase a` basse densite´ (phase L) et une
phase a` haute densite´ (phase H ), voir Fig. 3.4f, g. Deux valeurs caracte´ristiques de
de´formation λL et λH , qui correspondent aux points α1 et α2 introduits pre´ce´demment
dans la travail d’Ericksen, sont associe´es a` chaque phase (Fig. 3.4).
Gioia et al. supposent que le syste`me suit le chemin des minima globaux, et
donc, pour une valeur de λ entre λL et λH le syste`me se de´forme a` force constante,
voir Fig. 3.4e. Dans cet intervalle, les configurations d’e´quilibre stables sont les
configurations biphase´es y′σ¯,χ donne´es par (3.7). Celles-ci sont caracte´rise´es par une
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Figure 3.4 – (a)E´chantillon dans la configuration initiale et dans la configuration
de´forme´e (b). (c) De´formation non homoge`ne de l’e´prouvette. (d) Courbe
de re´ponse. Phase L (e) et phase H (f). [59]
Figure 3.5 – Courbes de re´ponse du mode`le (ligne pleine) et courbes expe´rimentales pour
diffe´rentes densite´s de la mousse. [59]
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de´formation non homoge`ne de la mousse. Lorsque le de´placement impose´ augmente,
pour λL ≤ λ¯ ≤ λH , la fraction de phase χ (3.11) augmente de 0 a` 1. Dans cet
intervalle, la mousse se de´forme en passant progressivement de la phase L a` la
phase H . Avec une bonne identification des parame`tres, Gioia et al. obtiennent des
courbes de re´ponse qui reproduisent qualitativement les re´sultats expe´rimentaux,
voir Fig. 3.5.
En [59], l’introduction d’une e´nergie non convexe est justifie´e par une e´tude
de la microstructure. De plus, une interpre´tation de l’influence de la densite´ de
la mousse sur son comportement me´canique sous compression est donne´e. Par
contre, l’analyse e´nerge´tique n’est pas comple`te puisque pas toutes les configu-
rations d’e´quilibre possibles sont analyse´es. Enfin, l’hypothe`se que le mate´riau suit
les minima globaux ne permet pas de de´crire le comportement a` la de´charge, et
donc le cycle d’hyste´re´sis, qui est une caracte´ristique fondamentale de la re´ponse
de ces mate´riaux.
3.2 La loi de comportement tridimensionnelle
Dans cette section, la re´ponse unidimensionnelle en compression confine´e est
de´duite d’une e´nergie de de´formation tridimensionnelle de type Ne´o-Hooke´en [29].
Celle-ci est la plus simple ge´ne´ralisation d’une e´nergie quadratique. Elle est obtenue
en ajoutant un terme qui de´pend du de´terminant de la transformation, c’est-a`-dire
des variations de volume. Dans notre cas, la non convexite´ de l’e´nergie est obtenue
graˆce au choix particulier de ce terme supple´mentaire.
On pose Ω la re´gion tridimensionnelle ouverte borne´e occupe´e par le corps dans
la configuration de re´fe´rence, et u la transformation qui transforme le point X de
Ω en le point x = f(X). On suppose que le corps est forme´ d’un mate´riau isotrope
et hypere´lastique, avec une e´nergie de de´formation :
w(F) = 1
2
αF · F+ Φ(det F) , (3.13)
ou` F est le gradient de f , α est une constante positive, et Φ une fonction non
ne´gative de´finie pour det F > 0 et telle que
lim
detF→0
Φ(det F) = lim
detF→+∞
Φ(det F) = +∞ . (3.14)
Le gradient de w
S = wF (F) = αF+ detF Φ
′(det F)F−T (3.15)
est le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff. Si l’on conside`re w(I) = 0, ou` I est
le tenseur identite´, et si l’on suppose que la configuration de re´fe´rence F = I soit
stress-free wF (I) = 0, on a que :
α = −Φ′(1) , 3
2
α + Φ(1) = 0 . (3.16)
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Pour la fonction Φ, on prend l’expression en [103]
Φ(det F) = c (det F)m
(
1
m+2
(det F)2 − 1
m
)
− µ ln (detF )
+β
√
pi
2
√
k
erf
(√
k (det F− a)
)
+ γ ,
(3.17)
ou` c,m, µ, β, k, γ sont des constantes positives et 0 < a 6 1, erf(·) est la fonction
erreur
erf(x) =
2√
pi
∫ x
0
e−t
2
dt . (3.18)
La condition (3.16) de´termine les valeurs de α, γ,
α = µ− β exp(−k(a− 1)2),
γ = −1
2
(µ− β exp(−k(a− 1)2)) + 2c
m(m+ 2)
− β
√
pi
2
√
k
erf(
√
k (a− 1)) . (3.19)
L’expression choisie pour Φ est la somme de deux contributions : une premie`re
partie, similaire a` la fonction propose´e dans [100], qui prend en compte les effets a`
long terme, et une deuxie`me partie, la fonction erreur, qui a une influence locale
pour les valeurs de det F proches de a. Les conditions (3.14) sont satisfaites pour
tous c, µ, et m positifs.
Si l’on conside`re le cas particulier d’une compression confine´e dans la direction
~e, le gradient de la transformation devient :
F = I+ (λ− 1)~e⊗ ~e , det F = λ , 0 < λ < 1 , (3.20)
et donc le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff a l’expression
S = (λΦ′(λ)− Φ′(1)) I+ (1− λ) (Φ′(λ) + Φ′(1))~e⊗ ~e . (3.21)
On observe que S ne de´pend que de λ et de la fonction Φ. La composante de S
dans la direction de la charge est
σ = S~e · ~e = Φ′(λ)− λΦ′(1) . (3.22)
En remplac¸ant Φ par la relation (3.17), l’e´quation (3.22) devient
σ =
[
µ− β exp (−k(1− a)2)]λ+ cλm−1 (λ2 − 1)− µλ−1 + β exp (−k(λ− a)2) .
(3.23)
Cette relation sera utilise´e pour reproduire les courbes expe´rimentales montre´es sur
la Fig. 2.3. Graˆce au choix de Φ, l’expression de σ peut eˆtre de´compose´e en deux
parties f, g qui de´pendent respectivement de c, m, µ, et de β, a, k,
f(λ) = cλm−1 (λ2 − 1)− µ (λ−1 − λ) ,
g(λ) = −β λ exp(−k(1− a)2)) + β exp(−k(λ− a)2)) . (3.24)
On remarque que g(λ) est positive si 0 ≤ λ ≤ 1, et en plus on a
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Figure 3.6 – (a) Diagrammes de la fonction constitutive f pour diffe´rentes valeurs de m
avec µ et c solutions du syste`me (3.28). (b) Courbe f pour m = 7 (ligne
pleine) et courbe expe´rimentale (ligne pointille´e).
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Figure 3.7 – (a) De´composition de σ (e´quation 3.23) dans les deux contributions f et g
avec les valeurs des parame`tres reporte´es dans le Tableau 3.1. (b) Compa-
raison de σ (ligne pleine) avec la courbe expe´rimentale (ligne en pointille´e).
g(0) = β exp(−k a2) ,
g(a) = β (1− a exp(−k(1 − a)2))⇒ g(a) ≈ β si k  1 ,
g(1) = 0 .
(3.25)
En effet, la fonction g est forme´e par la somme d’une fonction line´aire et d’une
gaussienne, et donc, si k est suffisamment grand, les valeurs de g aux extre´mite´s
sont ne´gligeables par rapport a` la valeur du maximum.
Puisque l’on a vu que pour un bon choix de k et a, l’e´volution de σ proche de λ =
0 et de λ = 1 ne de´pend pas de la fonction g, on peut e´tudier se´pare´ment les deux
fonctions. Cette conside´ration aide beaucoup pour l’identification des parame`tres
e´lastiques. Soient H et K les pentes de la courbe expe´rimentale pour λ = 1 et
λ = p, avec p l’abscisse d’un point sur la deuxie`me branche ascendante. De (3.24)
on a que
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f ′(λ) = µ(1 + λ−2) + c(m+ 1)λm − c (m− 1) λm−2 . (3.26)
Pour m fixe´, on peut de´terminer les valeurs de c et µ en imposant les conditions
(a) pente initiale (λ=1) e´gale a` H → f ′(1) = H ,
(b) pente en p e´gale a` K → f ′(p) = K , (3.27)
qui donnent le syste`me line´aire en c et µ{
µ+ c = H/2 ,
µ(1 + p−2) + c ((m+ 1)pm − (m− 1) pm−2) = K . (3.28)
Sur la Fig. 3.6a on montre l’e´volution de f pour diffe´rentes valeurs de m avec c et µ
solutions du syste`me (3.28), et avec H = 145 kPa, K = 25 kPa et p = 0.35. Sur la
Fig. 3.6b, la courbe obtenue pour m = 7 est compare´e a` la courbe expe´rimentale.
Si maintenant on ajoute la fonction g a` la fonction f , on peut changer la position
du maximum et la valeur de la force correspondante avec un choix opportun des
parame`tres a, β et k, Fig. 3.7a. Sur la Fig. 3.7b, on montre la courbe expe´rimentale
et la courbe (σ, λ), obtenue avec les valeurs reporte´es dans le Tableau 3.1. On voit
que la courbe obtenue ne correspond pas a` la courbe expe´rimentale. Mais on verra
dans la suite qu’en assemblant en se´rie un nombre suffisant de ressorts, on peut
arriver a` de´crire correctement le comportement observe´ expe´rimentalement.
3.3 Le mode`le discret
Dans cette section, on pre´sente le mode`le discret propose´ par Del Piero et
Pampolini [103] et inspire´ par Puglisi et Truskinovsky [107].
3.3.1 Conditions d’e´quilibre et de stabilite´
On suppose que la mousse est compose´e de couches paralle`les de cellules, et on
repre´sente chaque couche par un ressort non line´aire (Fig. 3.8a et 3.8b). De plus, on
suppose que tous les ressorts ont la meˆme longueur initiale l et la meˆme e´nergie de
de´formation non convexe w, Fig. 3.8c, et donc on a une courbe de re´ponse compose´e
de deux branches ascendantes relie´es par une branche descendante, du type montre´
sur la Fig. 3.8d. On note δui = ui − ui−1 l’e´longation du ie´me ressort. On prend
en compte le cas ou` une e´longation ∆ est impose´e a` une extre´mite´ , u0 = 0 et
uN = ∆. L’e´longation totale de la chaˆıne ∆ est la somme des e´longations δui de
chaque ressort
n∑
i=1
δui = ∆ . (3.29)
Si l’on e´crit la condition (3.29) en terme de de´formations des ressorts, on trouve
n∑
i=1
εi = N ε0 , (3.30)
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Figure 3.8 – Repre´sentation des couches de cellules (a) comme une chaˆıne de ressorts (b)
avec e´nergie de de´formation non convexe (c). (d) Courbe de re´ponse d’un
ressort.
ou` εi = δui/l est la de´formation du i -e`me ressort, et ε0 = ∆/(Nl) est la de´formation
totale de la chaˆıne. L’e´nergie totale du syste`me est la somme des e´nergies de
de´formation des ressorts,
E (ε1, ε2, ..., εN) =
N∑
i=1
w(εi) . (3.31)
En utilisant la condition au bord (3.30), on peut e´crire l’e´nergie totale comme
fonction des (N − 1) premie`res de´formations
E (ε1, ε2, ..., εN−1) =
N−1∑
i=1
w(εi) + w
(
Nε0 −
N−1∑
i=1
εi
)
. (3.32)
Pour un syste`me e´lastique discret, les positions d’e´quilibre sont de´termine´es par
la condition d’annulation des de´rive´es partielles de l’e´nergie, et les configurations
d’e´quilibre stable ou metastable 1 correspondent aux minima globaux ou locaux de
l’e´nergie. Dans notre cas on a :
∂E
∂εi
(ε1, ε2, ..., εN−1) = w
′(εi)−w′
(
Nε0−
N−1∑
j=1
εj
)
= 0 , i = 1, 2, ..., N−1 . (3.33)
1. Dans les mode`les discrets il n’est pas ne´cessaire distinguer les configurations d’e´quilibre
stables et me´tastable
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Si l’on utilise la relation εN = Nε0 −
∑N−1
j=1 εj, la condition d’e´quilibre e´crite ci-
dessus devient
w′ (εi) = w
′ (εN) , i = 1, 2, ..., N − 1 , (3.34)
qui nous dit que la force transmise entre les ressorts doit eˆtre la meˆme. La valeur
de cette force commune pour tous les e´le´ments sera appele´e σ.
On conside`re maintenant la condition de stabilite´. Une condition ne´cessaire afin
qu’une configuration d’e´quilibre soit stable est que la matrice Hessienne soit semi
de´finie positive. Calculons les de´rive´s secondes de l’e´nergie totale :
∂2E
∂εi∂εj
=
{
w′′(εj) + w′′(εN) si i = j ,
w′′(εN) si i 6= j . (3.35)
Si l’on pose Ai := w
′′ (εi), la matrice hessienne peut eˆtre e´crite sous la forme :
H =


A1 + AN AN . AN
AN A2 + AN . AN
. . . .
AN AN . AN−1 + AN

 . (3.36)
La matrice H est semi de´finie positive si et seulement si chacun des mineurs prin-
cipaux est non ne´gatif, et cela signifie que :
Ai + AN ≥ 0 ,
AiAj + (Ai + Aj)AN ≥ 0 ,
AiAj Ak + (AiAj + Aj Ak + Ak Ai)AN + (Ai + Aj + Ak)A
2
N ≥ 0 ,
. . .
(3.37)
Les relations ci-dessus sont satisfaites si tous les coefficients Ai sont positifs, et
autrement dit si tous les ressorts ont une de´formation sur les branches ascendantes
de la courbe (σ, εi).
Les conditions (3.37) sont viole´es si au moins deux coefficients Ai sont ne´gatifs.
On fait un raisonnement par l’absurde en supposant que Ai et Aj soient ne´gatifs.
La deuxie`me relation peut eˆtre re´e´crite sous la forme suivante :
AiAN + (Ai + AN)Aj ≥ 0 . (3.38)
La premie`re relation (3.37) impose que AN et le terme entre parenthe`ses de (3.38)
soient positifs. Cela implique que les deux termes de la somme (3.38) sont ne´gatifs
et que donc la deuxie`me relation (3.37) est contredite. Ce re´sultat implique qu’une
configuration est instable si deux ou davantage de ressorts ont une de´formation
situe´e sur la branche descendante de la courbe de re´ponse (σ, εi), ou autrement dit,
une configuration d’e´quilibre stable peut avoir au maximum un seul ressort avec
une de´formation sur la branche descendante. Dans ce cas, sans perte de ge´ne´ralite´,
on suppose que AN est ne´gatif et tous les autres Ai positifs
2. Si l’on divise les
relations (3.37) respectivement par AiAN , AiAj AN , AiAj Ak AN on obtient :
2. On ne´glige le cas ou` les Ai sont nuls
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A−1i + A
−1
N ≤ 0 ,
A−1i + A
−1
j + A
−1
N ≤ 0 ,
A−1i + A
−1
j + A
−1
k + A
−1
N ≤ 0 ,
. . .
(3.39)
et puisque chacune de ces relations implique les pre´ce´dentes, il ne reste que la
condition
N∑
i=1
A−1i ≤ 0 . (3.40)
De (3.40) on tire qu’une configuration d’e´quilibre avec le ressort N dans la branche
descendante de sa courbe de re´ponse est stable si w′′(εN) est suffisamment petite.
Dans la suite on montre que pour une w du type montre´ sur la Fig. 3.8c, il existe
toujours un nombre N d’e´le´ments de la chaˆıne que rend instable la configuration
avec un ressort sur la branche descendante. On note εa et εb les points de maximum
et de minimum local de w′.On conside`re les configurations d’e´quilibre ou` le ressort
N e´me a une de´formation εN sur la branche descendante (AN < 0), et on de´finit
Amax = max
εN∈[εa,εb]
{w′′(εi) , tel quew′(εi) = w′(εN))} .
La relation de stabilite´ (3.40) peut eˆtre re´e´crite sous la forme :
N−1∑
i=1
1
Ai
− 1|AN | ≤ 0 . (3.41)
En utilisant la de´finition de Amax, on a que
N−1∑
i=1
1
Ai
− 1|AN | ≥
N − 1
Amax
− 1|AN | . (3.42)
Donc, aucune de ces configurations n’est stable si l’on conside`re une chaˆıne avec
un nombre d’e´le´ments
N >
Amax
|AN | + 1 . (3.43)
La condition de stabilite´ (3.40) implique aussi une condition sur la pente de
la courbe (σ, ε0) [39]. On conside`re les de´formations εi comme fonctions de la
de´formation moyenne ε0, et graˆce a` la condition d’e´quilibre (3.34), on peut e´crire
d σ
d ε0
=
dw′
d ε0
= w′′ (εi(ε0))
d εi
d ε0
, i = 1, 2, . . .N . (3.44)
Si l’on de´rive la condition au bord (3.30) par rapport a` ε0, on trouve
N∑
i=1
d εi
d ε0
= N , (3.45)
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Figure 3.9 – Forme de l’e´nergie de de´formation choisie dans le cas explicatif d’une chaˆıne
a` deux e´le´ments (a), (b), et relatif diagramme force - e´longation (c) [37]
et en utilisant la relation (3.44) on obtient
N =
d σ
d ε0
N∑
i=1
1
w′′(εi)
. (3.46)
Nous remarquons que la somme du second terme est le premier terme de la condition
de stabilite´ (3.40), et donc la relation ci-dessus impose que la pente de la courbe de
re´ponse du syste`me (σ, ε0) soit ne´gative pour une configuration d’e´quilibre stable
avec un ressort sur la branche descendante. Au contraire, si tous les ressorts sont
sur les branches ascendantes, la condition de stabilite´ garantit une pente positive
de la courbe de re´ponse.
3.3.2 Le cas explicatif d’une chaˆıne de deux ressorts
On conside`re le cas explicatif d’une chaˆıne de deux ressorts avec e´nergie de
de´formation du type montre´ sur la Fig. 3.9 [37]. On note wm(ε) = σmε − τm
l’e´quation de la droite tangente a` la courbe w(ε) en deux points. On suppose que
w − wm soit parabolique par morceaux et syme´trique par rapport a` l’axe ε = b, et
cela revient a` supposer la forme suivante pour w :
w(ε) =


k
2
(d+ (ε− b))2 + σm ε+ τm pour 0 ≤ ε < b− c ,
−k
2
dc+(ε−b))2
c
(d− c) + σm ε+ τm pour b− c ≤ ε < b+ c ,
k
2
(d− (ε− b))2 + σm ε+ τm pour ε ≥ b+ c ,
(3.47)
avec b, c, d, k constantes positives et avec c < d. Par de´rivation, on obtient la loi
de re´ponse triline´aire,
w′(ε) =


k(d+ (ε− b)) + σm pour 0 ≤ ε < b− c ,
−k ε−b
c
(d− c) + σm pour b− c ≤ ε < b+ c ,
−k(d − (ε− b)) + σm pour ε ≥ b+ c ,
(3.48)
Les fonctions w, w − wm et w′ sont pre´sente´es sur la Fig. 3.9.
Dans le cas de deux ressorts, la condition d’e´quilibre (3.34) et la condition au
bord (3.30) deviennent
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w′(ε1) = w
′(ε2) = σ , (3.49)
ε1 + ε2 = 2ε0 . (3.50)
Pour n’importe quelle valeur de la force comprise entre [σm−k(d−c), σm+k(d−c)]
trois valeurs diffe´rentes de la de´formation sont possibles, une pour chaque branche
de la courbe de re´ponse (voir Fig. 3.9c). On dira qu’un ressort est en phase A
(phase B) si sa de´formation est sur la premie`re (seconde) branche ascendante de
la courbe de re´ponse, et qu’il est en phase C si sa de´formation est sur la branche
descendante. Pour chaque valeur de la force dans cet intervalle, neuf configurations
d’e´quilibre diffe´rentes sont envisageables :
– trois configurations d’e´quilibre monophase´es : AA, BB, CC ;
– six configurations d’e´quilibre biphase´es : AB, BA, AC, CA, BC, CB.
Pour les configurations monophase´es, il est clair que la condition d’e´quilibre impose
que ε1 = ε2 = ε0. Dans le plan (ε1, ε2), ces configurations sont repre´sente´es par
la bissectrice, voir Fig. 3.10. Pour la configuration AC, la condition d’e´quilibre
w′(ε1) = w′(ε2) s’e´crit
k(d+ (ε1 − b)) + σm = −kε2 − b
c
(d− c) + σm ,
et donc, on trouve la relation
ε1 = −d− c
c
(ε2 − b)− d+ b , (3.51)
qui repre´sente l’e´quation d’une droite qui passe par les points (b − c, b − c) et
(b+ c − 2d, b + c). Toujours a` l’aide de la relation d’e´quilibre (3.49), on trouve la
relation
ε1 = ε2 − 2d , (3.52)
pour la configuration AB, et
ε2 = −d− c
c
(ε1 − b) + d+ b , (3.53)
pour la configuration CB. Les configurations CA, BA et BC sont les syme´triques
des cas traite´s, et on trouve les meˆmes relations avec ε1 et ε2 inverse´s.
Maintenant, nous e´tudions la stabilite´ de ces configurations d’e´quilibre. Dans
les configurations AA, BB, AB et BA, les deux ressorts ont des de´formations dans
une branche ascendante, et donc ces configurations sont stables. En revanche, la
configuration CC est instable car les deux ressorts sont dans la branche descendante.
Pour les autres configurations (AC, CA, BC, CB), il faut ve´rifier la condition de
stabilite´ (3.40) qui prend la forme suivante
k − kd− c
c
> 0 . (3.54)
De la relation ci-dessus on tire que ces configurations sont stables si 2c > d (cas
supercritique), et instables si 2c < d (cas subcritique).
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Figure 3.10 – Configurations d’e´quilibre dans le plan (ε1,ε2) dans le cas supercritique
(a) et subcritique (b) [37].
Sur la Fig. 3.10 on montre une vue sur le plan (ε1, ε2) de toutes les configura-
tions d’e´quilibre pour le cas supercritique (Fig. 3.10a) et subcritique (Fig. 3.10b).
Les configurations stables sont dessine´es en traits pleins, celles instables en poin-
tille´e. Graˆce a` cette figure on peut comprendre l’e´volution du syste`me lorsque le
de´placement impose´ n ε0 augmente. Les configurations avec la meˆme de´formation
moyenne ε0 se trouvent sur les droites orthogonales a` la bissectrice ε1 = ε2.
Dans le cas supercritique, si ε0 < b − c, la seule configuration d’e´quilibre pos-
sible est la configuration monophase´e AA. Lorsque la condition critique ε0 =
b − c est atteinte (point H sur la figure), trois chemins d’e´quilibre diffe´rents se
de´branchent, dont deux sont stables (CA-BA-BC et AC-AB-CB) et un instable
(CC). Le syste`me doit parcourir un des deux chemins stables, et cela implique que
les deux de´formations deviennent diffe´rentes, et donc la configuration d’e´quilibre
perd la syme´trie. Lorsque l’on arrive sur les branches AB ou BA, les de´formations
des deux ressorts sont bien diffe´rentes mais cette diffe´rence n’augmente pas si on
augmente ε0. Enfin, sur les branches BC et CB, la diffe´rence de de´formation tend
a` diminuer jusqu’au point K ou` la configuration d’e´quilibre retrouve la syme´trie.
Dans le cas subcritique, les chemins d’e´quilibre sont les meˆmes, mais la pente
diffe´rente des branches AC et CA cause l’apparition de plusieurs configurations
d’e´quilibre stables avant le point de bifurcation H. Il est raisonnable de supposer
que le syste`me reste dans la configuration AA jusqu’au point H, pour sauter ensuite
dans une des deux branches AB, BA. Dans ce cas, on a un passage brusque de la
configuration monophase´e, ou` les ressorts ont la meˆme de´formation, a` une configu-
ration ou` les ressorts ont deux de´formations bien diffe´rentes. Cette configuration
sera garde´e au dela` du point K, et seulement lorsque ε0 = b− c+d on sautera dans
la configuration monophase´e BB. Au contraire a` la de´charge, le point de saut est
le point K.
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Figure 3.11 – Courbes force -e´longation et e´nergie - e´longation pour la chaˆıne de deux
ressorts dans le cas supercritique (a), (c) et dans le cas subcritique (b),
(d) [37].
Voyons la diffe´rence entre les courbes de re´ponse (σ, ε0) dans les deux cas,
supercritique et subcritique. En combinant pour les configurations diffe´rentes la
loi de comportement (3.48), la relation d’e´quilibre (3.49) et la condition au bord
(3.30) on trouve :
σ = k(d+ (ε0 − b)) + σm pour la configuration AA ,
σ = k(d+ (ε0 − b)) + σm pour la configuration BB ,
σ = −k ε0−b
c
(d− c) + σm pour la configuration CC ,
σ = k d−c
d−2c(2ε0 − 2b+ d) + σm pour les configurations AC et CA ,
σ = k(ε0 − b) + σm pour les configurations AB et BA ,
σ = k d−c
d−2c(2ε0 − 2b− d) + σm pour les configurations BC et CB .
(3.55)
Nous remarquons que pour les configurations AB, BA AC et CA les relations
(3.55) donnent une pente ne´gative de la courbe de re´ponse dans le cas supercritique
(2c > d) et positive dans le cas subcritique. Les courbes de re´ponse ainsi que les
diagrammes e´nergie - de´formation sont montre´s sur la Fig. 3.11 pour le deux cas.
La diffe´rence la plus importante est la pre´sence des sauts dans le cas subcritique,
lorsque dans le cas supercritique la re´ponse est continue. De plus si l’on conside`re
un processus de charge et de´charge, dans le cas supercritique la re´ponse suit la
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Figure 3.12 – Courbes de re´ponse pour une chaˆıne de 4 ressorts (a) et 20 ressorts (b).
meˆme courbe (ligne en traits pleins sur la Fig. 3.11a) que se soit a` la charge ou a` la
de´charge. Au contraire dans le cas subcritique, on observe deux cycles d’hyste´re´sis
(colore´s en bleu clair sur la Fig. 3.11b). Ces cycles d’hyste´re´sis sont dus aux pertes
d’e´nergie de caracte`re dissipatif (Fig. 3.11d) au passage entre les configurations
monophase´es et celles biphase´es.
3.3.3 La re´ponse d’une chaˆıne de N ressorts
On conside`re un syste`me de N ressorts avec la loi de comportement (3.23).
Dans la section 3.3.1 on a montre´ que une configuration d’e´quilibre est stable si
l’une des conditions suivantes est satisfaite
– tous les Ai sont positifs
– (N − 1) Ai sont positifs, un est ne´gatif et la condition (3.40) est satisfaite
On suppose que la relation (3.43) est satisfaite, et donc que N est suffisamment
grand pour pouvoir ne´gliger les configurations d’e´quilibre avec un Ai ne´gatif. Donc,
les seules configurations d’e´quilibre stable sont les configurations avec tous les
Ai positifs, ou autrement dit avec toutes les de´formations εi sur une des deux
branches ascendantes de la courbe de re´ponse. Comme pour le cas des deux res-
sorts pre´ce´demment traite´, on dira que le i-e`me ressort est en phase A si εi est
sur la premie`re branche ascendante, et en phase B si εi est sur la seconde branche
ascendante.
On conside`re une configuration d’e´quilibre avec M ressorts en phase A, et pour
laquelle la force σ¯ est dans l’intervalle (σmin, σmax), ou` σmin et σmax sont le minimum
local et le maximum local de la courbe w′(ε), Fig. 3.8d. On note respectivement ε¯1
et ε¯2 les de´formations sur la premie`re et sur la seconde branche pour lesquelles on
a w′(ε¯1) = w′(ε¯2) = σ¯. Donc, la de´formation moyenne est :
ε¯0 =
M
N
ε¯1 +
N −M
N
ε¯2 . (3.56)
58 Mode`le e´lastique
Si l’on change la valeur de σ¯ en gardant M fixe, avec la relation (3.56) on peut
construire un chemin d’e´quilibre stable (σ¯, ε¯0). Si l’on re´pe`te cette construction
pour les diffe´rentes valeurs de M on obtient tous les chemins d’e´quilibre stable
possibles. Sur la Fig. 3.12a, cette construction a e´te´ faite pour un syste`me de 4
ressorts. Les cas M = 0 et M = N correspondent aux configurations homoge`nes.
En effet, si M = N de (3.56), on tire que ε¯0 = ε¯1, donc le chemin (σ¯, ε¯0) co¨ıncide
avec la premie`re branche ascendante, et si M = 0 on a ε¯0 = ε¯2 , alors le chemin
(σ¯, ε¯0) co¨ıncide avec la seconde branche ascendante.
A l’aide de la Fig. 3.12a, on peut comprendre la re´ponse du syste`me. Si l’on
suppose que l’e´volution du syste`me suit les chemins d’e´quilibre correspondants
aux minima locaux de l’e´nergie, alors, lorsque le syste`me est charge´ a` partir de
la configuration initiale, la re´ponse suit la premie`re branche ascendante jusqu’a`
ce que σ atteigne la valeur σmax. En ce point, si l’on augmente ε0, il n’y a plus
des configurations monophase´es stables. Il est raisonnable supposer que le syste`me
saute a` la branche d’e´quilibre stable la plus proche correspondant a` la configuration
avec un ressort en phase B et trois ressorts en phase A. Cette transition de phase
est un processus hors d’e´quilibre, dans lequel la force diminue a` de´formation ε0
constante. Ce processus ne sera pas e´tudie´. De`s que la nouvelle branche est atteinte,
la force augmente jusqu’a` ce que σ atteigne a` nouveau la valeur σmax, puis le syste`me
saute a` la configuration avec deux ressorts en phase B. Donc on a un changement
progressif de phase des ressorts. Lorsque tous les ressorts ont change´ de phase, le
syste`me suit la seconde branche ascendante, qui correspond a` la configuration avec
tous les ressorts en phase B.
Pour re´sumer, le syste`me parcourt la premie`re branche ascendante jusqu’a` σmax,
puis il suit une ligne oscillante presque horizontale en prenant des configurations
avec un nombre M de ressorts en phase A qui de´croˆıt de N a` ze´ro, et enfin il
parcourt la seconde branche ascendante. Si l’on compare les courbes de re´ponse
pour une chaˆıne de quatre (Fig. 3.12a) et une de vingt (Fig. 3.12b) e´le´ments, nous
remarquons que le nombre de branches d’e´quilibre aussi bien que le nombre des
sauts augmentent avec N . Mais, puisque chaque transition de phase implique un
saut de la force σ plus petit, la re´ponse devient plus re´gulie`re.
Sur la Fig. 3.13, les pre´dictions du mode`le sont compare´es avec le me´canisme de
localisation des de´formations que l’on a observe´ dans les expe´riences. La premie`re
ligne repre´sente la configuration initiale et la deuxie`me ligne montre le syste`me qui
suit la premie`re branche de la courbe de re´ponse. Elles correspondent toutes les
deux a` la configuration homoge`ne avec tous les ressorts en phase A. Sur les lignes
suivantes, le syste`me passe de fac¸on progressive aux configurations biphase´es avec
un nombre croissant de ressorts en phase B. Lorsque tous les ressorts ont change´
de phase le syste`me se de´forme de fac¸on homoge`ne.
A la de´charge, le mode`le pre´dit un comportement analogue : le syste`me parcourt
la seconde branche ascendante jusqu’a` la valeur σmin, puis la re´ponse oscille autour
de cette valeur, le syste`me prend des configurations avec un nombre M de ressorts
en phase A qui croit de ze´ro a` N , et enfin le syste`me parcourt la premie`re branche
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Figure 3.13 – Description de l’e´volution de la de´formation de la chaˆıne des ressorts (b),
et de la mousse (c), en suivant la courbe de re´ponse (a).
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Tableau 3.1 – Les valeurs des parame`tres dans le mode`le e´lastique.
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Figure 3.14 – Courbe de re´ponse du mode`le et cycle d’hyste´resis (ligne pleine) compare´s
avec la courbe expe´rimentale (ligne en pointille´e).
ascendante. Le mode`le pre´dit un cycle d’hysteresis en analogie avec les re´sultats
expe´rimentaux, voir la section 2.1 et [60].
Si l’on de´charge le syste`me lorsqu’il y a encore des ressorts en phase A, c’est-
a`-dire lorsque M > 0, le syste`me suit le chemin d’e´quilibre qui correspond a` cette
valeur de M jusqu’a` ce que σ atteigne la valeur σmin. A` ce point, la re´ponse suit
une ligne qui oscille autour la valeur σ = σmin, et progressivement tous les ressorts
reviennent en phase A. Dans la section suivante, nous pre´sentons une comparaison
entre les essais expe´rimentaux et les re´ponses pre´dites par le mode`le.
3.3.4 Comparaison avec les expe´riences
Sur la Fig. 3.14 la courbe de re´ponse expe´rimentale (ligne en traits disconti-
nus) est compare´e avec la re´ponse du mode`le (ligne pleine) caracte´rise´e par les
constantes mate´rielles du Tableau 3.1. On note que, dans le mode`le le palier est
reproduit par une suite de changements de phase des ressorts, et donc au lieu d’une
ligne horizontale il devrait y avoir une courbe avec des petites oscillations. Ces os-
cillations deviennent ne´gligeables si l’on suppose que la chaˆıne est compose´e d’un
nombre suffisamment grand de ressorts. La courbe en trait plein sur la Fig. 3.14
est obtenue avec cette hypothe`se.
On note que le mode`le ne de´crit pas la pente positive de la courbe de re´ponse
expe´rimentale dans l’intervalle de de´formations 0.1 < ε0 < 0.3. Cette partie
du diagramme a e´te´ l’objet d’e´tude en [88, 107]. Puglisi et Truskinovsky [107]
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Figure 3.15 – Courbe de re´ponse du mode`le (a), et courbes expe´rimentales (b) sous
cycles de charge-de´charge a` diffe´rentes amplitudes
montrent qu’une pente positive peut eˆtre obtenue en supposant une e´nergie de
de´formation le´ge`rement diffe´rente pour chaque ressort composant la chaˆıne, donc
une he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau. Dans ce travail de the`se, on a e´vite´ de compli-
quer le mode`le en ajoutant une dispersion des donne´es. En effet, l’identification
des parame`tres caracte´risant l’he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau nous semble une question
de´licate. On a pre´fe´re´ attribuer l’effet de la pente positive a` la viscoe´lasticite´ du
mate´riau.
La Fig. 3.15 montre la comparaison entre les courbes pre´dites par le mode`le
et les courbes expe´rimentales sous un cycle de charge et de´charge avec diffe´rentes
valeurs de la de´formation maximale. Nous remarquons que le mode`le de´crit bien la
forme des cycles d’hyste´re´sis, mais quelques discordances sont observables :
– dans le mode`le, les courbes de re´ponse pour εmax = 0.65 et εmax = 0.8
co¨ıncident ; dans les expe´riences, elles co¨ıncident a` la charge mais diffe`rent a`
la de´charge ;
– dans le mode`le le palier infe´rieur est horizontal et sa forme ne de´pend pas de
la de´formation maximale εmax. Dans les expe´riences, pour diffe´rentes valeurs
de la de´formation maximale εmax, il y a diffe´rents paliers infe´rieurs qui ont
une pente positive ;
– dans le mode`le, a` la fin d’un cycle complet de charge et de´charge les courbes
de re´ponse se terminent a` l’origine. Dans les expe´riences, on peut observer
une de´formation re´siduelle qui de´pend de εmax.
De plus, ce mode`le purement e´lastique ne peut pas de´crire les effets ine´lastiques
comme le “stress softening”, la de´pendance a` la vitesse de chargement et l’effet de
me´moire observe´s sous compression cyclique. Ces diffe´rences peuvent eˆtre re´duites
en prenant en compte la viscosite´. Un mode`le viscoe´lastique fait l’objet de la partie
suivante de ce rapport de the`se.
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Le mode`le e´lastique avec une e´nergie de de´formation non convexe, pre´sente´
dans le chapitre pre´ce´dent, a permis de de´crire la localisation des de´formations et
le cycle d’hyste´re´sis observe´s dans les mousses a` porosite´ ouverte sous compression.
Les essais expe´rimentaux de´crits dans la section 2.1 montrent aussi la pre´sence
d’effets ine´lastiques comme, par exemple, la baisse de la re´sistance avec le nombre
des cycles (Fig. 2.6), la de´pendance de la re´ponse a` la vitesse de chargement (Fig.
2.9) et la relaxation de la force lorsque la de´formation est maintenue constante
(Fig. 2.10).
Dans ce chapitre, on s’inte´resse a` la description de ces aspects, et on pre´sente le
mode`le viscoe´lastique et son raffinement avec l’introduction de l’endommagement,
de´crits dans [38, 104].
Le mode`le viscoe´lastique est obtenu avec l’ajout d’e´le´ments dissipatifs qui ont
une loi de comportement line´aire du type Boltzmann Volterra. Dans ce mode`le,
chaque ressort e´lastique non line´aire du type de´crit au chapitre pre´ce´dent est associe´
en paralle`le avec un e´le´ment dissipatif. De plus, un second e´le´ment dissipatif est
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associe´ en paralle`le a` l’ensemble de la chaˆıne. Cet assemblage a la meˆme structure
que celle du mode`le de Zener, ou` le ressort line´aire est remplace´ par le ressort
non line´aire, tandis que la combinaison restante “ressort line´aire - amortisseur” est
remplace´e par un e´le´ment viscoe´lastique line´aire plus complexe. La de´marche suivie
est bien celle de prendre le mode`le le plus simple possible pour de´crire les effets
complexes observe´s. L’e´le´ment dissipatif supple´mentaire a` l’exte´rieur de la chaˆıne
permettra la reproduction de la pente positive du plateau.
Nous montrerons dans le chapitre suivant que le mode`le viscoe´lastique propose´
conduit a` une description qualitative du comportement des mousses sous com-
pression cyclique, bien que la concordance avec les expe´riences ne soit pas encore
comple`te. En particulier, la perte de re´sistance a` l’issue du premier cycle est sous-
estime´e. Cet e´cart peut eˆtre attribue´ a` l’endommagement de la mousse. C’est ce que
nous ferons en supposant que les ressorts non line´aires soient en effet des e´le´ments
endommageables.
Ce chapitre est compose´ de trois sections. La premie`re section est de´die´e a` une
e´tude bibliographique, afin de pre´senter les travaux utilise´s pour la formulation du
mode`le. Dans la deuxie`me section on pre´sente le mode`le viscoe´lastique, et dans la
troisie`me on prend en compte l’endommagement.
4.1 E´tude bibliographique
Cette section est compose´e de trois parties. D’abord, on de´crit le comportement
sous sollicitation cyclique des e´lastome`res et en particulier l’effet Mullins. On verra
que l’effet Mullins ressemble beaucoup a` l’effet de “stress softening” qu’on a observe´
dans les mousses polyme´riques a` porosite´ ouverte.
Puis, on pre´sente le travail de Romero et al. [111], qui, pour la description du
comportement des mousses, conside`re le couplage d’une e´nergie de de´formation non
convexe avec une dissipation de type visqueux. Cette ide´e sera e´galement reprise
dans notre mode`le viscoe´lastique.
Enfin, on introduit la de´finition de de´rive´e fractionnaire. En effet, le calcul
fractionnaire a e´te´ utilise´ par plusieurs auteurs pour la description du comporte-
ment viscoe´lastique des polyme`res. Dans le prochain chapitre (section 5.1.3), on
en discutera l’application a` la description des proprie´te´s visqueuses des mousses
polyme´riques, et on expliquera les raisons qui nous ont induit a` e´carter cette pos-
sibilite´.
4.1.1 L’effet Mullins
L’effet de “stress softening” qui, comme on l’a vu dans la section 2.1, caracte´rise
le comportement en compression cyclique des mousses polyme´riques a` porosite´ ou-
verte, ressemble a` l’effet d’adoucissement observe´ pour les e´lastome`res. On illustre
cet effet a` l’aide de la Fig. 4.1, prise de [43]. Dans cette figure, on montre la re´ponse
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d’un e´lastome`re charge´ soumis a` une tension uniaxiale (ligne en pointille´e), avec
des cycles de charge et de de´charge de diffe´rentes amplitudes (ligne pleine).
Si l’on conside`re le comportement en tension cyclique, on observe une perte
de re´sistance a` la charge apre`s le premier cycle. Cette perte est importante en
passant du premier au deuxie`me cycle, et elle est faible pour les cycles suivants. Au
contraire, la re´ponse a` la de´charge ne change pas avec le nombre de cycles. A` la fin de
chaque cycle on observe une de´formation re´siduelle. De plus, lorsque la de´formation
de´passe la de´formation maximale pre´ce´demment atteinte, la courbe de re´ponse se
rapproche de la courbe en tension uniaxiale. L’analogie avec le comportement des
mousses polyme´riques est encore plus marque´e si l’on effectue l’essai de tension
cyclique sur une e´prouvette en forme de disque [85], voir Fig. 4.2a.
Ce comportement a e´te´ observe´ par Bouasse et Carrie`re [21], et il a e´te´ inten-
sivement e´tudie´ par Mullins [97, 98, 99]. Suite ces travaux, ce comportement a e´te´
appele´ Mullins effect, et plusieurs auteurs ont propose´ diffe´rents micro me´canismes
pour l’expliquer. En particulier, Bueche [24] attribue le stress softening a` la rupture
des liaisons entre les chaˆınes polyme´riques qui relient les charges de noir de carbone.
Les chaˆınes polyme´riques e´tant de longueurs diffe´rentes, lorsque l’on applique une
charge, on aura une rupture graduelle des liaisons.
Cette interpre´tation microme´canique a induit plusieurs auteurs a` de´crire l’effet
Mullins comme un endommagement progressif du mate´riau [12, 41, 35, 75, 85, 92,
101]. Dans ces travaux, on introduit une variable interne d’endommagement et on
de´crit l’effet Mullins ide´alise´ comme un phe´nome`ne rate-independent : on ne´glige
les de´formations re´siduelles, et on suppose que les courbes a` la charge aux cycles
suivants se superposent a` la courbe de re´ponse a` la de´charge, voir Fig. 4.2b. Cet
approche comporte des difficulte´s dans le choix de la loi d’e´volution de la variable
d’endommagement. En effet, malgre´ le grand nombre d’essais expe´rimentaux avec
diffe´rentes conditions de chargement [3, 44, 76, 85], les grandeurs me´caniques qui
pilotent l’endommagement ne sont pas encore clairement identifie´es.
Figure 4.1 – Effet Mullins. (a) Courbes de re´ponse d’un e´lastome`re charge´ sous trac-
tion cyclique. (b) Effet de recouvrement de la re´ponse initiale apre`s
re´chauffement. Figure prise de [43].
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Figure 4.2 – Effet Mullins pour une e´prouvette d’e´lastome`re a` forme de disque. Courbes
expe´rimentales (a) et leurs sche´matisations ide´alise´es (b) [85].
Figure 4.3 – Sche´matisation de trois interpre´tations possibles de l’effet Mullins [43].
Une description plus comple`te, qui prend en compte la de´formation re´siduelle
et la diffe´rence entre les courbes de de´charge et de recharge, peut eˆtre obtenue
avec la prise en compte de la viscosite´ [66, 80, 86, 91]. Par exemple, le mode`le de
Miehe et Keck [91] dans sa version unidimensionelle est constitue´ de trois e´le´ments
rhe´ologiques en paralle`le : un ressort, un amortisseur et un e´le´ment elasto-plastique.
L’endommagement concerne en e´gale mesure les trois branches.
L’interpre´tation de l’effet Mullins comme endommagement du mate´riau par
rupture des chaˆınes polyme´riques contraste avec de re´cents re´sultats expe´rimentaux
qui montrent un recouvrement partiel de la re´sistance apre`s des phases de repos
[64]. Le recouvrement peut eˆtre acce´le´re´ en augmentant la tempe´rature, [43, 82]. Par
exemple, les essais de Diani et al. [43] sur des e´lastome`res charge´s de noir de carbone
montrent un recouvrement total de la re´sistance apre`s une phase de chauffage de 17
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heures a` 80 ◦C (voir Fig. 4.1b). Ce recouvrement laisse supposer l’existence d’autres
micro me´canismes, comme par exemple le glissement de charges de noir carbone
le long des chaˆınes polyme´riques [72], ou le de´nouement des chaˆınes polyme´riques
[64], voir Fig. 4.3. Jusqu’a` aujourd’hui, il n’y a pas une the´orie commune´ment
accepte´e sur le me´canisme a` l’origine de l’effet Mullins. De plus, le meˆme effet de
stress softening a e´te´ observe´ dans des e´lastome`res non charge´s, qui cristallisent sous
chargements [47]. Donc, toutes les the´ories qui se fondent seulement sur l’interaction
charges-chaˆınes polyme´riques sont insatisfaisantes.
Une bonne reproduction de l’effet Mullins a e´te´ obtenue par Besdo and Ihlemann
[15] en appliquant l’ide´e de self-organizing linkage patterns. Dans le mode`le propose´,
l’effet de stress softening est attribue´ a` un processus de redistribution de liaisons
qui sont continuellement coupe´es et re´ge´ne´re´es.
D’autres auteurs [36, 108] ont exploite´ l’ide´e initiale de Mullins et Tobin [99], a`
savoir, l’existence de diffe´rentes phases du mate´riau. En particulier, De Tommasi et
al. [36] supposent l’existence de trois phases : une phase active qui re´siste a` la charge
applique´e, une phase inactive qui est de´charge´e, et enfin une phase endommage´e.
En chaque point mate´riel, les fractions de phase sont de´termine´es en fonction de
la de´formation actuelle et de la de´formation maximale atteinte dans l’histoire de
de´formation pre´ce´dente. L’effet Mullins est ide´alise´ comme un phe´nome`ne rate-
independent. Le mode`le permet de de´crire les expe´riences meˆme pour des histoires
de´formation complexes. De plus, dans [32] le recouvrement de re´sistance avec le
temps est introduit en supposant la possibilite´ de la transformation d’une partie
de la phase endommage´e en phase active pendant la de´charge.
Pour plus de de´tails sur le comportement des e´lastome`res charge´s et sur l’effet
Mullins on peut se reporter a` des ouvrages spe´cifiques, comme par exemple, celui
de Dorfmann et Muhr [45] ou celui de Boukamel et al. [22].
4.1.2 E´nergie non convexe et viscosite´ dans les mousses
Dans cette section, on de´crit le travail de Romero et al. [111], qui repre´sente
une e´volution du travail de Gioia et al. [59], de´crit dans le chapitre 3, avec la prise
en compte des proprie´te´s visqueuses des mousses polyme´riques.
Romero et al. [111] proposent un mode`le multie´chelle pour la description du
comportement en dynamique de mousses a` cellules ouvertes. A` l’e´chelle macro-
scopique la mousse est mode´lise´e comme un mate´riau continu avec e´nergie de
de´formation non convexe et dissipation de type visqueux. Les expressions des deux
potentiels sont de´termine´es a` partir d’un mode`le microscopique de la cellule. Dans
le mode`le local, la cellule est sche´matise´e avec le meˆme e´le´ment de base introduit en
[59] : quatre ligaments confluant dans un point qu’on appelle le vertex de la cellule,
voir Fig. 4.4a. Les auteurs conside`rent l’hypothe`se cine´matique que les ligaments
restent rectilignes pendant la de´formation et que les de´placements des extre´mite´s
des ligaments sont de´termine´s directement par le champ des de´placements ma-
croscopiques, voir Fig. 4.4b. Au contraire, le de´placement du vertex est conside´re´
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Figure 4.4 – Mode`le de Romero at al. [111]. (a) Repre´sentation multi-e´chelles de la
mousse. (b) De´tail de la mousse a` l’e´chelle microscopique.
Figure 4.5 – Mode`le de Romero at al. [111]. Re´sultats de simulations nume´riques qui
montrent la localisation des de´formations (a) et une distribution non ho-
moge`ne des vitesses de de´formation (b).
comme libre. Celui-ci est calcule´ en re´solvant le proble`me d’e´quilibre local :
fE + f η −mχ¨ = 0 ,
ou` fE, f η sont les forces e´lastiques et visqueuses qui agissent sur le vertex, et χ est
le de´placement du vertex.
Les re´sultats des simulations nume´riques sont montre´s sur la Fig. 4.5. On voit
que le mode`le de´crit la localisation des de´formations due a` l’e´crasement progressif
des cellules. Au contraire l’e´tude de l’influence de la vitesse de chargement n’est
pas suffisamment de´veloppe´e. En effet, la re´ponse globale est obtenue en utilisant
la construction des aires e´gales de Maxwell, voir la Fig. 3.1b. La droite de Maxwell
repre´sente le chemin des minima globaux de l’e´nergie e´lastique, et donc l’utiliser
pour de´terminer l’e´volution d’un syste`me avec une dissipation de type visqueux
n’est pas correctement justifie´.
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Figure 4.6 – Mode`le de Romero at al. [111]. Courbes de re´ponse de la cellule de base (a)
et de la mousse (b) pour diffe´rentes vitesses de chargement.
4.1.3 Ope´rateur de de´rive´e fractionnaire pour la viscosite´
Dans cette section, on introduit quelques notions de base du calcul fractionnaire.
Les de´tails peuvent eˆtre trouve´s dans des livres spe´cifiques, comme par exemple
[63, 102]. A` la diffe´rence des de´rive´es d’ordre entier, les de´rive´es d’ordre fraction-
naire n’ont aucune interpre´tation ge´ome´trique. Deux principales de´finitions sont
utilise´es pour introduire les de´rive´es d’ordre fractionnaire. La premie`re, donne´e par
Gru¨nwald (1987) (voir [102]), se fonde sur l’ide´e de regrouper sous la meˆme formule
re´cursive, la de´finition de de´rive´e comme diffe´rence finie et la de´finition d’inte´grale
comme somme de Riemann. La deuxie`me de´finition est fonde´e sur la transformation
inte´grale appele´e Riemann-Liouville integral [102].
Dans la suite, on introduit la deuxie`me de´finition, puisque elle a une application
directe a` la the´orie de la viscoe´lasticite´ line´aire La transformation inte´grale de
Riemann-Liouville
dq
dxq
f(x) =
1
Γ(−q)
∫ x
0
(x− y)−q−1f(y)dy , q < 0 , (4.1)
est l’extension a` n re´el ne´gatif de la formule de Cauchy de l’inte´gration re´pe´te´e
d−n
dx−n
f(x) =
∫ x
0
dxn
∫ xn
0
dxn−1 . . .
∫ x1
0
f(x0)dx0
= 1
(n−1)!
∫ x
0
(x− y)n−1f(y)dy .
(4.2)
Ici Γ est la fonction Gamma [102]
Γ(z) =
∫ ∞
0
xz−1 exp(−x) dx . (4.3)
Pour de´finir les de´rive´es d’ordre fractionnaire, il faut e´tendre la formule (4.1) au
cas de q positif. Ceci se fait en imposant que
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dq
dxq
f(x) =
dn
dxn
(
dq−n
dxq−n
f(x)
)
, (4.4)
avec q > 0 et n un nombre entier tel que q − n < 0 . Par exemple, si l’on veut
de´finir l’ope´rateur de de´rive´e fractionnaire d’ordre α, avec 0 < α < 1, en utilisant
la de´finition (4.1) on obtient
dα
dxα
f(x) =
d
dx
(
1
Γ(1− α)
∫ x
0
(x− y)−αf(y)dy
)
. (4.5)
Apre`s changement de variable et diffe´rentiation, l’expression ci-dessus peut eˆtre
re´e´crite sous la forme
dα
dxα
f(x) =
1
Γ(1− α)
∫ x
0
(x− y)−αf ′(y)dy . (4.6)
Cette de´finition est utilise´e pour de´finir une loi de comportement dans le contexte
de la the´orie de la viscoe´lasticite´ line´aire. Par exemple, on conside`re un e´le´ment
rhe´ologique, que l’on appellera amortisseur fractionnaire, gouverne´ par la loi de
comportement
σ(t) = η
dα
dtα
ε(t) , 0 ≤ α ≤ 1 , (4.7)
ou` η est une constante positive. Si l’on utilise la de´finition de de´rive´e fractionnaire
(4.6), on obtient
σ(t) = η
∫ t
0
(t− s)−α
Γ(1− α) ε˙(s)ds . (4.8)
Pour un processus t 7→ ε(t) tel que ε(t) = 0 , ∀t ∈ (−∞, 0) , cette expression peut
eˆtre re´e´crite sous forme d’e´quation de Boltzmann Volterra
σ(t) =
∫ t
0
G(t− s)ε˙(s)ds , (4.9)
avec
G(t) = η
t−α
Γ(1− α) . (4.10)
De plus, on peut montrer [63, 78] que dans les cas limites α = 1 , α = 0, la loi
(4.7) redevient, respectivement, la loi de comportement d’un amortisseur classique
et d’un ressort e´lastique line´aire. Un amortisseur fractionnaire a donc un compor-
tement qui se situe entre ces deux cas limites. L’application du calcul fractionnaire
a` la the´orie de la viscoe´lasticite´ line´aire a suscite´ l’e´tude de mode`les rhe´ologiques
complexes avec combinaisons de ressorts, d’amortisseurs line´aires et d’amortisseurs
fractionnaires [69, 78, 87]. Dans la suite, on e´valuera la possibilite´ de de´crire les
proprie´te´s visqueuses des mousses avec d’e´le´ments fractionnaires, et on verra les
raisons qui nous ont induit a` e´carter cette possibilite´.
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4.2 Le mode`le viscoe´lastique
Sur la base des re´sultats expe´rimentaux de´crits dans le chapitre 2 de cette the`se,
on a choisi de ne´gliger dans un premier temps l’endommagement et de construire
un mode`le viscoe´lastique [38]. Nous conside´rons ici une ge´ne´ralisation du mode`le
de Zener ou` le ressort line´aire est remplace´ par le ressort non line´aire, tandis que la
combinaison restante “ressort line´aire - amortisseur” est remplace´e par un e´le´ment
viscoe´lastique line´aire gouverne´ par le loi inte´grale de Boltzmann-Volterra. Un
second e´le´ment viscoe´lastique line´aire est associe´ en paralle`le a` l’ensemble de la
chaˆıne.
Figure 4.7 – Le mode`le viscoe´lastique
4.2.1 La chaˆıne
On conside`re l’extension suivante du mode`le e´lastique de´crit dans le chapitre
3. A` chaque ressort non line´aire avec une e´nergie de de´formations non convexe,
on ajoute en paralle`le un e´le´ment dissipatif. On utilise la meˆme notation que celle
introduite dans le mode`le e´lastique : on note εi(t) la de´formation de l’e´le´ment i-
e`me, ε0(t) la de´formation totale de la chaˆıne et N le nombre des e´le´ments de la
chaˆıne. On retrouve la condition de hard device :
N∑
i=1
εi(t) = Nε0(t) . (4.11)
La force dans le ressort ie´me a` l’instant t est
σei (t) = w
′(εi(t)) , (4.12)
ou` w est l’e´nergie des de´formation du ressort, et (·)′ note la de´rivation par rapport
a` ε. Pour w, on suppose la forme non convexe introduite dans le mode`le e´lastique,
voir section 3.2.
L’e´le´ment dissipatif est gouverne´ par le loi de Boltzmann-Volterra
σdi (t) = G(0) εi(t) +
∫ ∞
0
G˙(s) εi(t− s) ds , (4.13)
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ou` G est la fonction de relaxation que l’on suppose C2(0,∞), et avec G(s) positive
et G˙(s) ne´gative pour tout s. La force totale σc dans la chaˆıne est la somme des
deux contributions :
σc(t) = σei (t) + σ
d
i (t) , (4.14)
et elle est la meˆme pour tous les e´le´ments. Par contre, les de´formations εi, ainsi que
les forces σdi , σ
e
i , peuvent eˆtre diffe´rentes pour chacun des e´le´ments de la chaˆıne.
4.2.2 Le proble`me d’e´volution
On suppose que pour tous les instants t < 0, les e´le´ments de la chaˆıne sont
au repos, avec εi(t) = 0 pour tout i. Pour t ≥ 0 on applique un processus de
de´formation t 7→ ε0(t), avec la condition initiale ε0(0) = 0. On veut re´soudre le
proble`me d’e´volution suivant :
Proble`me P1. Soit le processus t 7→ε0(t) connu, trouver les processus t 7→σc(t), t 7→
εi(t) tels que :
(i) εi(0) = 0 pour tout i,
(ii)
∑
i εi(t) = Nε0(t) pour tout t,
(iii) pour tout t > 0 , pour tout i,
(4.15)
σc(t) = w′(εi(t)) +G(0) εi(t) +
∫ t
0
G˙(s) εi(t− s) ds (4.16)
4.2.3 Le proble`me incre´mental infinite´simal
Des solutions approche´es du proble`me d’e´volution P1 peuvent eˆtre construites
via la discre´tisation temporelle, en utilisant une approche incre´mentale. De la
diffe´rentiation de (4.16) on obtient 1
σ˙c(t) =
(
w′′(εi(t)) +G(0)
)
ε˙i(t) +
∫ t
0
G˙(s) ε˙i(t− s) ds , (4.17)
et, en posant
Qi = w
′′(εi(t)) +G(0) ,
Ai =
∫ t
0
G˙(s) ε˙i(t− s) ds ,
(4.18)
on a N equations
σ˙c = Qiε˙i + Ai , (4.19)
une pour chaque e´le´ment i. Les coefficients Qi et Ai sont connus : les Qi de´pendent
des valeurs actuelles des de´formations εi(t), et les Ai de´pendent des histoires des
de´formations εi dans l’intervalle (0, t). Si l’on de´rive l’e´quation (4.11), on obtient
la relation suivante :
1. Dore´navant, un point superpose´ notera la de´rive a` droite par rapport le temps. Les hy-
pothe`ses de re´gularite´ garantissent l’existence de σ˙c, ε˙, ε˙i, et de G˙ pour tout t.
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N∑
i=1
ε˙i = Nε˙0 , (4.20)
qui nous permet d’introduire le proble`me incre´mental suivant :
Proble`me P2. Soient connus Qi, Ai ainsi que la de´rive´e a` droite ε˙0 de la
de´formation totale a` l’instant t, trouver les de´rive´es a` droite ε˙i, σ˙
c a` l’instant t,
qui sont solution du syste`me (4.19), (4.20).
Les e´quations (4.19) et (4.20) forment un syste`me de N+1 e´quations alge´briques
line´aires, avec la matrice des coefficients
H =


Q1 0 0 . . . −1
0 Q2 0 . . . −1
0 0 Q3 . . . −1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0


, (4.21)
dont le de´terminant est
detH =
N∑
i=1
(∏
j 6=i
Qj
)
. (4.22)
Le syste`me a une solution unique si detH 6= 0. Mais cette solution est affecte´e par
des instabilite´s nume´riques lorsque detH est proche de ze´ro. De plus, il y a des cas
ou` il n’y a pas de solutions, comme par exemple, si Q1 = Q2 = 0 et A1 6= A2. A`
cause de ces proble`mes, on reformule le proble`me incre´mental en conside´rant des
incre´ments e´value´s sur un intervalle de temps τ petit, mais fini.
4.2.4 Le proble`me incre´mental fini
Si pour chaque e´le´ment i on e´crit l’e´quation (4.16) a` l’instant t et a` l’instant
t+ τ et que l’on soustrait, on obtient
δσc = w′(εi(t) + δεi)− w′(εi(t)) +G(0) δεi
+
∫ t+τ
0
G˙(s) εi(t + τ − s) ds−
∫ t
0
G˙(s) εi(t− s) ds ,
(4.23)
avec δσc = σc(t+ τ)− σc(t) et δεi = εi(t+ τ)− εi(t).
On de´compose la premie`re inte´grale en deux parties∫ τ
0
G˙(s) εi(t+ τ − s) ds+
∫ t+τ
τ
G˙(s) εi(t + τ − s) ds
et apre`s des changements de variable, on peut re´e´crire la diffe´rence des deux
inte´grales en (4.23) sous la forme :∫ τ
0
G˙(s) εi(t+ τ − s) ds+
∫ t
0
(G˙(s+ τ)− G˙(s)) εi(t− s) ds .
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et avec une inte´gration par partie, on obtient :∫ τ
0
G(s) ε˙i(t + τ − s) ds+G(τ)εi(t)−G(0)εi(t+ τ)
+
∫ t
0
(G(s+ τ)−G(s)) ε˙i(t− s) ds− (G(τ)−G(0)) εi(t) .
On fait une approximation, dans l’intervalle (t, t + τ), de la de´rive´e ε˙i avec la
constante δεi/τ . On trouve
G¯τδεi −G(0)δεi +
∫ t
0
(G(s+ τ)−G(s)) ε˙i(t− s) ds ,
avec
G¯τ =
1
τ
∫ τ
0
G(s) ds .
Avec ces changements, l’e´quation (4.23) devient
δσc = w′(εi(t) + δεi)− w′(εi(t)) + G¯τ δεi +
∫ t
0
(G(s+ τ)−G(s)) ε˙i(t− s) ds .
Elle peut eˆtre re´e´crite sous la forme
δσc = fτ (εi + δεi)− fτ (εi) +Bi , (4.24)
avec
fτ (ε) = w
′(ε) + G¯τε ,
Bi =
∫ t
0
(G(s+ τ)−G(s)) ε˙i(t− s) ds ,
L’e´quation (4.24) avec la version discre´tise´e de (4.20),
N∑
i=1
δεi = Nδε0 , (4.25)
forment un syste`me de N + 1 e´quations alge´briques non line´aires d’inconnues
δεi , δσ
c. Il est clair qu’a` la limite de τ → 0, on obtient a` nouveau le syste`me
line´aire (4.19), (4.20). Enfin, on peut e´crire le proble`me incre´mental P3 :
Proble`me P3. Soient τ >0, εi, Bi, et δε0 connus, trouver des incre´ments δεi, δσc
qui soient solutions du syste`me (4.24), (4.25).
4.2.5 Le premier changement de phase
On conside`re un processus de de´formation t 7→ ε0(t) tel que ε˙0(t) > 0 pour tout
t ≥ 0. Pour t = 0 les coefficients Ai et Qi sont les meˆmes pour tous les e´le´ments i,
et les Qi sont positifs. Alors, il existe un intervalle de temps (0, tA) dans lequel le
proble`me P2 admet la seule solution
ε˙i = ε˙0 , σ˙
c = Qi ε˙0 + Ai ,
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avec les meˆmes Qi et Ai pour tout i. Donc, dans cet intervalle la chaˆıne se de´forme
de fac¸on homoge`ne. Le re´gime de de´formation homoge`ne se termine a` l’instant tA,
lorsque les Qi deviennent nuls. A` ce moment, le de´terminant (4.22) est nul, et le
syste`me (4.19), (4.20) devient
σ˙c = Ai ,
N∑
i=1
ε˙i = Nε˙0 . (4.26)
Il admet une infinite´ de solutions, car seule la somme des ε˙i est de´termine´e. En
effet, la solution homoge`ne ε˙i = ε˙0 est encore une solution possible. Mais elle est
instable puisque une petite perturbation de Ai et Qi de´termine une e´volution du
syste`me pour t ≥ tA comple`tement diffe´rente. Une solution stable peut eˆtre obtenue
en supposant qu’il y a une petite dispersion des valeurs de Qi. Dans ce cas, il y a
un e´le´ment, on suppose qu’il s’agit du premier de la chaˆıne, i = 1, qui atteint la
condition Qi = 0 avant les autres. A` l’instant tA, on a
Q1 = 0 , Qi > 0 ∀i > 1 ,
et le syste`me (4.19), (4.20) a la solution unique
σ˙c = A1 , ε˙i =
A1 − Ai
Qi
∀ i > 1 , ε˙1 = Nε˙0 −
N∑
i=2
ε˙i . (4.27)
De (4.18) on de´duit que
A1 − Ai =
∫ tA
0
G˙(s)
(
ε˙1(tA − s)− ε˙i(tA − s)
)
ds .
L’e´le´ment i= 1 est le premier a` atteindre la valeur critique εi(tA), donc on peut
imaginer qu’a` l’instant pre´ce´dent tA, la de´rive´e ε˙1 est le´ge`rement supe´rieure a` ε˙i.
Donc, G˙ e´tant ne´gative, on a
A1 − Ai < 0 .
De (4.27), on de´duit que ε˙i < 0 pour tous i > 1, et de (4.20) on obtient enfin
ε˙1 = Nε˙0 −
N∑
i=2
ε˙i > Nε˙0 . (4.28)
On a trouve´ qu’une petite dispersion des donne´es a` l’instant t = tA de´termine
une solution ou` la de´formation du premier e´le´ment ε˙1 est bien plus grande que la
de´formation de la chaˆıne ε˙0. Donc, si parmi toutes les solutions possibles du syste`me
(4.26) on choisit cette solution, on peut e´viter d’introduire parmi les donne´es du
proble`me une dispersion des constantes mate´rielles des e´le´ments.
Une de´formation localise´e est, en ge´ne´ral, trop grande pour eˆtre bien calcule´e
avec des incre´ments infinite´simaux. Un calcul plus correct peut eˆtre obtenu en
re´solvant le proble`me incre´mental fini P3 avec les donne´es :
εi = εA , Bi = BA , ∀i ∈ {1, . . . N} , (4.29)
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ou` εA = ε(tA), et BA est une constante connue. En effet, les donne´es (4.29) corres-
pondent a` la configuration homoge`ne ou` tous les e´le´ments arrivent a` la de´formation
critique εA avec la meˆme histoire de de´formation. Si l’on e´crit l’e´quation (4.24) pour
deux e´le´ments i, j, et que l’on soustrait, on obtient :
fτ (εA + δεi) = fτ (εA + δεj) , i, j ∈ {1 . . .N} , (4.30)
qui avec l’e´quation (4.25) forme un syste`me N×N d’e´quations non line´aires d’in-
connues δεi. Ce syste`me a plusieurs solutions. En effet, pour un δεi connu et suffi-
samment petit et pour chaque e´le´ment j, il y a trois de´formations εA+δεj, qui sont
solution de l’e´quation (4.30). Deux de´formations sont sur les deux branches ascen-
dantes, et une sur la branche descendante de fτ . En particulier, la localisation des
de´formations obtenue avec le proble`me incre´mental infinite´simal correspond main-
tenant a` une solution ou` une de´formation, par exemple ε1, saute sur la deuxie`me
branche ascendante, alors que les autres εi reviennent en arrie`re toutes au meˆme
point sur la premie`re branche ascendante. Dans ce cas, les e´quations (4.25) et (4.30)
forment un syste`me 2× 2
f Iτ (εA + δεi) = f
II
τ (εA + δε1) , δε1 + (N − 1) δεi = Nδε0 , (4.31)
ou` f Iτ , f
II
τ sont les restrictions de fτ aux deux branches ascendantes, et i est n’im-
porte quel index diffe´rent de 1. La de´formation
ξ
.
= δε1 −Nδε0 = −(N − 1) δεi
repre´sente la de´viation de la situation ide´ale ou` seulement le premier e´le´ment se
de´forme. L’introduction de la variable ξ permet de re´e´crire le syste`me sous la forme
f Iτ (εA − ξ (N−1)−1) = f IIτ (εA +Nδε0 + ξ) . (4.32)
La solution correspond a` l’intersection des courbes ξ 7→ f Iτ (εA − ξ (N−1)−1), ξ 7→
f IIτ (εA + Nδε0 + ξ), montre´es sur la Fig. 4.8. On dira que f
I
τ et f
II
τ caracte´risent
respectivement la phase A et la phase B du mate´riau. Donc, la solution de (4.32)
de´crit la situation ou` l’e´le´ment i = 1 passe de la phase A a` la phase B, alors que
les autres e´le´ments restent en phase A.
Si l’on augmente ε0(t), on arrive a` la configuration ou` le premier e´le´ment est en
phase B et les autres atteignent la valeur critique εA. A` ce moment la`, on conside`re
la solution avec un deuxie`me e´le´ment, par exemple i = 2, qui passe a` la phase B.
Cette configuration est la solution du syste`me 3× 3
f IIτ (ε1 + δε1)− f IIτ (ε1) +B1 = f IIτ (εA + δε2)− f Iτ (εA) +B2 ,
f Iτ (εA + δεi) = f
II
τ (εA + δε2) ,
δε1 + δε2 + (N − 2) δεi = Nδε0 .
On re´pe`te cette proce´dure jusqu’a` ce que tous les e´le´ments aient change´ de phase.
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Figure 4.8 – La localisation des de´formations au premier changement de phase
4.2.6 Les changements de phase successifs
On conside`re un processus ou` ε0(t) oscille entre ze´ro et une valeur εmax suffisam-
ment e´leve´e pour permettre des changements de phase. Dans la phase de de´charge
du premier cycle les de´formations εi diminuent, et lorsqu’elles sont proches de la
valeur εB, la valeur minimale accessible en phase B, le de´terminant (4.22) rede-
vient petit. Encore une fois ceci provoque un changement de phase. Soit ε1 le plus
petit des εi. On conside`re la solution ou` ε1 saute a` la phase A, alors que les autres
εi restent en phase B. Puisque les εi ainsi que les termes d’histoire Bi sont tous
diffe´rents, le changement de phase est gouverne´ par l’e´quation (4.25) et par les
(N − 1) e´quations
f Iτ (ε1 + δε1)− f IIτ (ε1) +B1 = f IIτ (εi + δεi)− f IIτ (εi) +Bi , i ∈ {2, . . .N} .
Lorsque ε0(t) diminue, on arrive a` la situation ou` un deuxie`me e´le´ment, par exemple
i = 2, atteint la valeur critique εB. Cet e´le´ment change de phase, et ainsi de suite
jusqu’a` ce que tous les e´le´ments reviennent en phase A. Aux cycles suivants on
applique la meˆme proce´dure.
4.2.7 Le cas explicatif d’une chaˆıne de deux e´le´ments
On conside`re le cas d’une chaˆıne de deux e´le´ments. Pour le ressort avec une
e´nergie de de´formation non convexe w, on conside`re la loi de comportement tri-
line´aire introduite dans la section 3.3.2,
σe = w′(ε) =


k(d+ (ε− b)) + σm pour 0 ≤ ε < b− c ,
−k ε−b
c
(d− c) + σm pour b− c ≤ ε < b+ c ,
−k(d− (ε− b)) + σm pour ε ≥ b+ c ,
(4.33)
avec b, c, d, k, σm des constantes positives et avec c < d. Pour l’e´le´ment dissipatif,
on conside`re un fluide de Maxwell (un ressort line´aire et un amortisseur line´aire en
se´rie), dont la loi de comportement est
σ˙d + p σd = kdε˙ , (4.34)
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avec kd et p des constantes positives. kd est la raideur du ressort et p = kd/η, avec
η la viscosite´ de l’amortisseur qui compose le fluide de Maxwell. L’e´quation (4.34)
peut eˆtre re´e´crite en fonction de la force totale σ,
σ˙ + p σ = (w′′(εi) + k
d)ε˙i + pw
′(εi) i = 1, 2 , (4.35)
et si l’on soustrait les deux e´quations (4.35) on trouve
(w′′(ε1) + k
d)ε˙1 + pw
′(ε1) − (w′′(ε2) + kd)ε˙2 − pw′(ε2) = 0 . (4.36)
Dans le cas d’une chaˆıne a` deux e´le´ments, la condition de hard device (4.11) devient
ε1 + ε2 = 2ε0 , (4.37)
et en remplac¸ant celle-ci dans (4.35) on obtient
(w′′(ε1)+w
′′(2ε0−ε1)+2kd)ε˙1+p (w′(ε1)−w′(2ε0−ε1)) = 2(w′′(2ε0−ε1)+kd)ε˙0 ,
(4.38)
On veut e´tudier l’e´volution de la chaˆıne sous un processus de de´formation
ε0(t) = ε˙0 t + ε¯ a` vitesse constante. Tout d’abord, on conside`re les deux e´le´ments
en phase A en prenant ε¯ < b− c et la condition initiale ε1(0) = ε¯1 < b− c. De plus,
on suppose que durant le processus de de´formation les deux e´le´ments ne changent
pas de phase. Ces hypothe`ses satisfaites, l’e´quation (4.38) devient
ε˙1 +
k p
k + kd
ε1 = ε˙0 +
k p
k + kd
(ε˙0 t+ ε¯) , (4.39)
qui admet la solution
ε1(t) = (ε¯1 − ε¯) exp
(
− k p
k + kd
t
)
+ ε˙0 t+ ε¯ . (4.40)
On remarque que pour t→ +∞ cette solution converge vers la solution homoge`ne
lim
t→+∞
ε1(t) = ε˙0 t+ ε¯ .
Dans la section 4.2.5 on a montre´ que la solution homoge`ne devient instable lorsque
lesQi sont nuls. En effet, on a montre´ qu’une petite variation des conditions initiales
induit une e´volution avec localisation de la de´formation. Dans notre cas spe´cifique,
ceci se ve´rifie dans la configuration ε1 = ε2 = b− c lorsque les w′′(εi) + kd devient
ne´gatifs.
A` partir de cette configuration, on e´tudie l’e´volution CA avec un e´le´ment, par
exemple l’e´le´ment 1, qui se de´forme suivant la branche descendante (phase C), alors
que l’autre e´le´ment reste en phase A. Dans ce cas, la relation (4.38) devient
ε˙1 +Rε1 =
2(k + kd)c
(2c− d)k pR ε˙0 +
2c
2c− dR ε˙0 t+
b− c
2c− dd , (4.41)
qui admet la solution
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ε1(t) = Z ε˙0(exp(−R t)− 1) + 2c
2c− d ε˙0 t+ b− c , (4.42)
ou`
R =
(2c− d) k p
(2c− d) k + 2c kd , Z =
2 c d kd
(2c− d)2 k p . (4.43)
Si l’e´le´ment 1 reste en phase C et l’e´le´ment 2 en phase A, a` l’instant initial on a
que
ε˙1(0) ≥ 2ε˙0 , (4.44)
et donc, (
2c
2c− d − Z R
)
ε˙0 ≥ 2ε˙0 . (4.45)
De (4.45), en utilisant les relations (4.43), on trouve la condition
2(d− c)k − 2c kd
(2c− d)k + 2c kd ≥ 0 , (4.46)
qui est satisfaite dans les cas suivants :
si 2c > d (cas supercritique) et kd ≤ d−c
c
k ,
si 2c < d (cas subcritique) et d−2c
2c
k < kd ≤ d−c
c
k . (4.47)
Donc, l’e´volution CA est possible seulement si kd < d−c
c
k. Au contraire, si kd >
d−c
c
k la seule e´volution possible est l’e´volution homoge`ne, ou` les deux e´le´ments
parcourent la branche descendante. En effet, la condition kd > d−c
c
k est l’e´quivalent
de Qi > 0 dans la formulation ge´ne´rale, et donc dans ce cas la condition detH = 0
(4.22), qui de´termine une localisation des de´formations, n’est jamais satisfaite, voir
section 4.2.5.
Dans la suite on conside`re kd < d−c
c
k, et on e´tudie la stabilite´ 2 de l’e´volution
CA. Les meˆmes conclusions seront valides pour l’e´volution AC. Si l’on conside`re
une perturbation de la position initiale εp1(0) = b− c + δ, la solution du proble`me
perturbe´ devient
εp1(t) = δ exp(−R t) + Z ε˙0(exp(−R t)− 1) +
2c
2c− d ε˙0 t+ b− c , (4.48)
qui converge a` la solution (4.42) pour R > 0. Donc, la stabilite´ de l’e´volution CA
de´pend du signe de R. De (4.43), on tire que
si 2c > d (cas supercritique) ⇒ R > 0 ,
si 2c < d (cas subcritique) et kd < d−2c
2c
k ⇒ R > 0 ,
kd > d−2c
2c
k ⇒ R < 0 .
(4.49)
L’e´volution CA est stable dans le cas supercritique, et instable dans le cas subcri-
tique, car la condition (4.472) impose k
d > d−2c
2c
k, et donc on a R < 0 (voir la Fig.
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Figure 4.9 – Les e´volutions CA dans le cas supercritique (lignes pleines) et subcritique
(lignes en traits discontinus). En trait vert, on montre l’e´volution homoge`ne.
4.9). Dans ce dernier cas, la re´solution du proble`me incre´mental fini montre que un
e´le´ment passe dans la phase B (voir section 4.2.5).
Il nous reste d’analyser la stabilite´ des e´volutions AB, BA et BB. On suppose
que l’e´le´ment 1 est en phase B, ε1(0) = ε¯1 > b+ c, et que l’e´le´ment 2 est en phase
A, ε2(0) = 2ε¯− ε¯1 < b− c. L’e´quation (4.38) devient
ε˙1 +
k p
k + kd
ε1 = ε˙0 +
k p
k + kd
(ε˙0 t+ ε¯+ d) . (4.50)
Elle admet la solution
ε1(t) = (ε¯1 − ε¯− d) exp
(
− k p
k + kd
t
)
+ ε˙0 t+ ε¯+ d , (4.51)
qui pour t→ +∞, converge vers ε˙0 t+ ε¯+d. On peut donc conclure que l’e´volution
BA est stable. De manie`re analogue, on montre que AB est stable. Enfin, avec la
meˆme argumentation utilise´e pour l’e´volution AA, on montre que le syste`me tend
a` la configuration homoge`ne lorsque les deux e´le´ments sont en phase B.
Dans la suite, on discute de l’influence de l’e´le´ment dissipatif sur les diagrammes
de re´ponse (ε1, ε2) dans les cas supercritique (Fig. 4.10a, b) et subcritique (Fig.
4.10c, d). Pour aider la comparaison, sur la Fig. 4.10 en lignes noires, on montre
les diagrammes (ε1, ε2) dans les cas sans les e´le´ments dissipatifs. Si l’on conside`re
des variations de kd avec p constante (Fig. 4.10a, c) on observe que
– apre`s le premier changement de phase (de´but des branches AB, BA), la
diffe´rence entre les de´formations ε1, ε2 diminue si l’on augmente k
d ;
2. On conside`re un crite`re de stabilite´ de type asymptotique
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Figure 4.10 – Diagrammes (ε1, ε2) dans le cas supercritique (a), (b) et dans le cas sub-
critique (c), (d) pour des valeurs diffe´rentes de kd et p. Dans (a) et (c) on
conside`re p = 10−2 s−1 fixe et on fait varier la valeur de kd : 25 kPa (lignes
bleu clair), 20 kPa (rouge), 10 kPa (vert). Dans (b) et (d) on conside`re
kd = 25 kPa fixe et on fait varier la valeur de p : 0.1 s
−1 (lignes bleu clair),
10−2 s−1(rouge), 10−3 s−1 (vert). En traits noir, on montre les courbes
dans les cas e´lastiques (kd = 0).
– si l’on diminue kd, le deuxie`me changement de phase (fin des branches AB,
BA) se produit pour un de´placement impose´ infe´rieur ;
– lorsque tous les e´le´ments sont en phase B, on converge a` la configuration
syme´trique plus rapidement plus la valeur de kd est faible.
On conside`re des variations de p avec kd constante (Fig. 4.10b, d). On remarque
que
– pour des valeurs faibles de p (courbes en vert), les diagrammes ont la meˆme
forme que dans le cas e´lastique, mais avec les branches AB, BA de longueur
infe´rieure. En effet, on retrouve les diagrammes que l’on aurait trouve´ dans
le cas e´lastique si l’on avait choisi une valeur de d plus petite ;
– pour des valeurs e´leve´es de p (courbes en bleu clair) , on trouve des dia-
grammes qui restent proches des diagrammes e´lastiques. En effet dans le cas
subcritique (Fig. 4.10d), on trouve des valeurs de de´formations diffe´rentes
juste apre`s les changements de phase, mais on converge rapidement a` la so-
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lution du cas e´lastique ;
– si l’on diminue p, le deuxie`me changement de phase se produit a` une valeur
du de´placement impose´ plus faible.
4.2.8 L’e´le´ment dissipatif a` l’exte´rieur de la chaˆıne
Comme on a vu dans le paragraphe 1.1.3, les mousses a` porosite´ ferme´e montrent
une courbe de re´ponse avec une pente positive dans la re´gime plateau, alors que
les mousses a` porosite´ ouverte montrent un palier presque plat. Dans les essais
expe´rimentaux que nous avons effectue´ on observe une le´ge`re pente positive dans
le re´gime plateau. Ceci peut eˆtre attribue´ a` la pre´sence de cellules ferme´es ou
partiellement ferme´es provenant de de´fauts de fabrication de la mousse. On peut
penser aussi que la pente positive soit due a` une re´sistance re´siduelle des areˆtes,
pendant l’effondrement de la mousse. Ces interpre´tations permettent d’expliquer
la diffe´rence entre nos re´sultats expe´rimentaux et ceux de Gong et al. [61], ou` pour
le meˆme type de mousse un plateau plat est observe´ (voir Fig. 1.3).
Pour obtenir une pente positive dans le plateau, on a choisi d’introduire un
e´le´ment dissipatif a` l’exte´rieur, connecte´ en paralle`le a` la chaˆıne (voir Fig. 4.7).
Pour cet e´le´ment, on suppose une loi de comportement de type Boltzmann-Volterra
σv(t) = Σ(0)ε(t) +
∫ ∞
0
Σ˙(s)ε(t− s)ds , (4.52)
en analogie avec le choix effectue´ pour l’e´le´ment dissipatif a` l’inte´rieur de la chaˆıne.
La fonction de relaxation Σ sera, en ge´ne´ral, diffe´rente de G. La force totale σ est
la somme des deux contributions σc et σv,
σ(t) = w′(εi(t))+G(0) εi(t)+
∫ ∞
0
G˙(s) εi(t−s) ds+ Σ(0) ε(t)+
∫ ∞
0
Σ˙(s) ε(t−s) ds .
(4.53)
L’addition d’un e´le´ment a` l’exte´rieur de la chaˆıne ne perturbe pas la strate´gie de
re´solution propose´e dans la section 4.2. En effet, pour tout processus de chargement
a` de´placement impose´, on peut re´soudre le proble`me d’e´volution de fac¸on de´couple´e,
en calculant se´pare´ment les deux contributions σc et σv.
4.3 Endommagement
Dans le chapitre suivant on verra que la viscosite´ line´aire ne peut pas expli-
quer comple`tement le comportement des mousses sous compression cyclique. En
effet, dans le mode`le viscoe´lastique la baisse de la courbe a` la charge apre`s le pre-
mier cycle est sous-estime´e. Cette baisse ressemble beaucoup a` l’effet Mullins des
e´lastome`res. Dans la section 4.1.1, on a vu que l’effet Mullins est ge´ne´ralement
de´crit comme endommagement du mate´riau. En suivant cette analogie, on a choisi
d’introduire l’endommagement. En effet, il est raisonnable de penser qu’au premier
cycle l’effondrement de la mousse cause l’endommagement des areˆtes des cellules,
et qu’aux cycles suivants une force plus faible soit suffisante pour e´craser celles-ci.
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Figure 4.11 – (a) Courbes (w′(ε), ε) pour le ressort non endommage´ (ligne pleine bleue)
et pour le ressort endommage´ (ligne en pointille´e rouge). (b) E´volution du
parame`tre ci.
Dans notre mode`le, cette ide´e se traduit par la conside´ration des ressorts non
line´aires comme e´le´ments endommageables. On suppose que l’endommagement in-
fluence principalement la premie`re branche de la courbe de re´ponse. Par simplicite´,
on fait l’hypothe`se que l’endommagement cause seulement une variation du pa-
rame`tre c, qui influence la pente de la premie`re branche de w′. On suppose que
ci(t) =
{
c si εi(s) < εmin ∀s ∈ (−∞, t]
c d autrement
(4.54)
ou` d ∈ (0, 1) est le parame`tre d’endommagement, c est la valeur reporte´e dans le
Tableau 5.6, et εmin est la de´formation qui correspond au minimum local de w
′,
et qui repe`re donc le de´but de la deuxie`me branche ascendante. Cette loi met en
pratique une ide´e d’endommagement tre`s simple : lorsque le ressort i passe sur la
deuxie`me branche ascendante, la valeur du parame`tre ci passe de c a` c d et elle ne
changera plus. Les courbes de re´ponse (w′, εi) du ressort non line´aire avant et apre`s
endommagement sont montre´es sur la Fig. 4.11. Sur la Fig. 4.11b, on montre la loi
de variation du parame`tre ci.
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Ce chapitre concerne les e´tudes nume´riques conduits dans le but de valider
le mode`le. Les simulations concernent aussi bien le mode`le viscoe´lastique que le
mode`le avec endommagement.
Les re´sultats des simulations sur le mode`le viscoe´lastique montrent une concor-
dance qualitative, mais pas encore comple`te, avec les expe´riences. En particulier,
il y a deux aspects sur lesquels la re´ponse n’est pas satisfaisante : la de´pendance
de la contribution visqueuse a` la vitesse de chargement et la perte de re´sistance
a` l’issue du premier cycle. Le premier e´cart peut eˆtre attribue´ a` la non line´arite´
de la viscosite´, dont la prise en compte est envisage´e parmi les perspectives. Le
deuxie`me sera traite´ ici en prenant en compte l’endommagement de la mousse. Le
mode`le viscoe´lastique avec endommagement permet alors d’obtenir une description
convenable du comportement de la mousse, y compris pour des chargements com-
plexes, constitue´s de combinaisons de cycles de charge et de´charge, de pe´riodes de
relaxation et de fluage.
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La premie`re section de ce chapitre est de´die´e a` la description de la proce´dure
d’identification des constantes mate´rielles et la deuxie`me est de´die´e a` la pre´sentation
des re´sultats des simulations nume´riques.
5.1 Identification des constantes mate´rielles
Dans cette section on pre´sente la proce´dure utilise´e pour l’identification des
parame`tres du mode`le. On commence par l’e´tude des parame`tres visqueux en
conside´rant d’abord les essais de relaxation. On a pris en conside´ration deux types
de fonction de relaxation : la somme d’exponentielles et la somme de fonctions de
Mittag-Leﬄer. La premie`re consiste a` conside´rer l’e´le´ment dissipatif comme une
combinaison de ressorts line´aires et d’amortisseurs. La deuxie`me est associe´e a`
une combinaison de ressorts line´aires et d’amortisseurs fractionnaires, dont la force
est proportionnelle a` une de´rive´e fractionnaire de la vitesse de de´formation. Cette
deuxie`me possibilite´ sera e´carte´e pour de raisons de complexite´ de calcul et de
comportement a` l’origine non convenable.
Pour l’identification des parame`tres visqueux, on a choisi d’utiliser la courbe
expe´rimentale de relaxation avec une vitesse de 5 mm/min pour la phase de charge,
la meˆme vitesse que celle utilise´e pour les essais en compression cyclique. Deux
courbes de relaxation a` diffe´rentes vitesses sont e´galement conside´re´es, et une dis-
cussion sur la non line´arite´ de la viscosite´ est pre´sente´e.
Une fois que les parame`tres visqueux sont de´termine´s, on peut identifier la
contribution e´lastique sur la courbe expe´rimentale en compression. Le parame`tre
d’endommagement sera enfin choisi afin de mieux reproduire l’effet de “stress sof-
tening”.
5.1.1 Parame`tres visqueux
L’identification des parame`tres visqueux a e´te´ faite en utilisant les re´sultats des
essais de relaxation de´crits au chapitre 2. Dans le mode`le, on a deux contributions
de relaxation : la relaxation des e´le´ments a` l’inte´rieur de la chaˆıne gouverne´e par la
fonction de relaxation G et celle de l’e´le´ment a` l’exte´rieur de la chaˆıne gouverne´e
par la fonction Σ. Les essais de relaxation ne permettent que l’identification de la
somme des deux contributions.
On de´termine la courbe de re´ponse du mode`le pour un essai de relaxation
prennant en compte une vitesse de chargement finie ε˙0. Soit {t 7→ ε(t) , t ∈ [0, t¯]}
le processus de relaxation
ε(t) =
{
t ε˙0 pour 0 ≤ t < t1 ,
ε0 pour t1 ≤ t < t¯ , (5.1)
ou` ε0, ε˙0 sont donne´s, et t1 = ε0/ε˙0. On suppose qu’a` l’instant initial t = 0, tous
les e´le´ments soient au repos εi(0) = 0. Apre`s l’inte´gration par parties de (4.53), on
trouve que la force σ a` l’instant t est
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σ(t) =
{
w′(εi(t)) +
∫ t
0
G(t− s) ε˙i(s) ds + ε˙0
∫ t
0
Σ(t− s) ds , pour 0 ≤ t < t1 ,
w′(εi(t)) +
∫ t1
0
G(t− s) ε˙i(s) ds + ε˙0
∫ t1
0
Σ(t− s) ds , pour t1 ≤ t < t¯ ,
(5.2)
Le proble`me d’identification des parame`tres visqueux est couple´ au choix des pa-
rame`tres de w′. Pour re´soudre le proble`me des hypothe`ses simplificatrices sont
ne´cessaires. On conside`re que ε0 est suffisamment grande pour eˆtre loin du plateau,
et on simplifie le proble`me en conside´rant la solution homoge`ne εi = ε0 , ∀i. Dans
ce cas, la force σ pour t ≥ t1 devient
σ(t) = w′(ε0) + ε˙0
∫ t
t−t1
Υ(s) ds , pour t1 ≤ t < t¯ , (5.3)
avec Υ(s) = G(s) + Σ(s). Dans la suite, on montrera la proce´dure utilise´e pour
caracte´riser Υ. Puis, dans la section 5.1.5, on expliquera comment la fonction Υ
sera re´partie entre G et Σ.
5.1.2 Fonctions de relaxation sommes d’exponentielles
On suppose que la fonction de relaxation Υ soit la somme de J exponentielles
Υ(t) =
J∑
α
kα exp(−pα t) , (5.4)
avec kα, pα des constantes positives. Ceci correspond a` supposer que chaque e´le´ment
dissipatif est constitue´ de J e´le´ments de Maxwell, obtenus par l’assemblage en se´rie
de ressorts line´aires d’e´quation
σdα = kα ε
e
α , (5.5)
avec des amortisseurs d’e´quation
σdα =
kα
pα
ε˙dα , α = 1, 2...N . (5.6)
En utilisant (5.3), on trouve que dans l’intervalle (t1, t¯), la force σ est donne´e par
σ(t) = w′(ε0) +
J∑
α
ε˙0
kα
pα
(exp(pα t1)− 1) exp(−pα t) , (5.7)
et si l’on pose Kα = ε˙0
kα
pα
(exp(pα t1) − 1), on peut re´e´crire cette relation sous la
forme
σ(t) = w′(ε0) +
J∑
α
Kα exp(−pα t) . (5.8)
Pour optimiser la description de la courbe de relaxation expe´rimentale, on minimise
la fonctionnelle
F (Kα, pα) =
M∑
i=1
(
y(ti)−
J∑
α=1
Kα exp (−pα ti)
)2
, (5.9)
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avec
y(ti) = y˜(ti)− w′(ε0) , i = 1, 2, . . . ,M ,
ou` (ti, y˜(ti)) sontM points de la courbe de relaxation expe´rimentale, voir Fig. 2.13,
et w′(ε0) est la valeur asymptotique, pour t = +∞, de la courbe de relaxation. J
est le nombre minimum d’exponentielles ne´cessaires pour obtenir une reproduction
convenable de la relaxation. Deux ou trois exponentielles sont d’habitude suffi-
santes. Dans notre cas, a` cause de la co-existance des effets visqueux a` diffe´rentes
e´chelles de temps, il sera ne´cessaire de conside´rer cinq exponentielles.
On a choisi d’utiliser comme re´fe´rence la courbe expe´rimentale de relaxation
de 10 jours avec un de´placement impose´ de 35 mm (ε0 = 0.7) et avec une phase
de charge a` 5 mm/min (ε˙0 = 1.7 × 10−2 s−1). La courbe est montre´e sur la de
relaxation Fig. 2.13. On note une irre´gularite´ pour t = 11000 s, cause´e par une
erreur de mesure due au changement de gamme de la fre´quence d’e´chantillonnage.
Cette erreur a e´te´ corrige´e en conside´rant, sur les points (ti, y˜(ti)) avec ti > 12000s,
un de´calage de ti a` ti = ti + 600s
La proce´dure de minimisation utilise´e consiste en deux e´tapes : on de´termine
d’abord une solution approche´e grossie`re, et puis on applique une me´thode syste´-
matique d’optimisation en utilisant cette solution comme valeur initiale. Deux ap-
proches diffe´rentes ont e´te´ utilise´es pour calculer une solution approche´e initiale :
une me´thode graphique et la me´thode de Prony [70, 109].
La me´thode graphique est fonde´e sur une analyse directe de la courbe de relaxa-
tion. On trace la courbe (t, ln y), et on cherche la droite qui reproduit le mieux la
partie finale de la courbe. La pente et l’ordonne´e a` l’origine de la droite de´terminent
respectivement p1 et K1 de la premie`re exponentielle. Puis, on trace la courbe
(t, ln y¯), avec y¯ = y −K1 exp(−p1 t), et on re´pe`te la meˆme proce´dure pour obtenir
les coefficients de la deuxie`me exponentielle. De la meˆme manie`re on obtient les
coefficients des autres exponentielles.
La me´thode de Prony est plus raffine´e. On de´termine les 2J coefficients (Kα, pα),
en re´solvant deux syste`mes line´aires, obtenus en imposant le passage de la se´rie
d’exponentielles par 2J points re´gulie`rement espace´s de la courbe expe´rimentale.
Cela correspond au syste`me non line´aire
K1 +K2 + · · ·+KJ = y(0)
K1 u1 +K2 u2 + · · ·+KJ uJ = y(λ)
K1 u
2
1 +K2 u
2
2 + · · ·+KJ u2J = y(2λ)
...
K1 u
J−1
1 +K2 u
2J−1
2 + · · ·+KJ u2J−1J = y((2J − 1)λ) ,
(5.10)
ou` uα = exp(−pα λ) et λ est la distance d’e´chantillonnage. L’ide´e de la me´thode
est de transformer ce syste`me en deux syste`mes line´aires, en interpre´tant la somme
d’exponentielles comme solution d’une e´quation aux diffe´rences finies
y((J + L)λ) + C1y((J + L− 1)λ) + C2y((J + L− 2)λ) + . . .
+CLy(L) = 0 , L = 1, 2, . . . , J ,
(5.11)
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On obtient ainsi un syste`me line´aire qui nous donne les valeurs des C. Les valeurs
de pα sont obtenues comme les racines du polynoˆme caracte´ristique
pL − C1pL−1 − C2pL−2 − · · · − CL = 0 . (5.12)
Une fois les valeurs de pα connues, le syste`me (5.10) devient un syste`me line´aire
d’inconnues Kα.
La deuxie`me e´tape consiste a` utiliser une me´thode d’optimisation pour minimi-
ser F (5.9). Deux me´thodes ont e´te´ teste´es : la me´thode du gradient a` pas optimal
et la me´thode de Hooke and Jeeves. La premie`re me´thode consiste a` de´terminer le
vecteur v = (Kα, pα) de fac¸on a` maximiser l’incre´ment de descente
∆F (v) = F (vi)− F (v) . (5.13)
Du de´veloppement
F (vi + δv) = F (vi) + Fv(v
i) · δv + o(δv) , (5.14)
on de´duit que le vecteur δv qui maximise ∆F est le vecteur coline´aire au gradient
Fv(v
i). Donc, on peut e´crire la formule ite´rative
vi+1 = vi − γ Fv(v
i)
‖Fv(vi)‖ , (5.15)
ou` γ est une constante (pas optimale) destine´e a` assurer la convergence rapide
de la me´thode. Dans le cas d’un syste`me line´aire, le pas optimal peut eˆtre e´value´
exactement a` chaque ite´ration. Dans le cas non line´aire, comme c’est le cas ici,
on recourt a` une interpolation parabolique utilisant un calcul interme´diaire pour
une valeur choisie de γ. Dans le cas pre´sent, la de´termination du pas optimal s’est
ave´re´e difficile en raison de la grande diffe´rence de sensibilite´ de la fonction erreur
par rapport aux parame`tres Kα et pα.
On a choisi d’utiliser la me´thode de Hooke and Jeeves [71]. Celle-ci est une
me´thode heuristique ite´rative qui se base sur des e´valuations directes de la fonc-
tionnelle F au voisinage de v. Par exemple, a` l’ite´ration he´me, pour le parame`tre
j e´me on e´value la variation de F le long de la direction dj = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1
1, 0, . . . , 0)
∆Fj = F (v)− F (v ± γjdj) , (5.16)
et on modifie v dans le sens ou` la variation est positive. Si la variation ∆Fj est
ne´gative dans les deux sens, on diminue la valeur de l’incre´ment γj. La proce´dure
s’arreˆte a` l’ite´ration dont tous les incre´ments γj sont plus petits que d’un valeur
limite pre´de´termine´. La forme basique de Hooke and Jeeves a e´te´ ame´liore´e ici
en tenant compte du caracte`re spe´cifique des parame`tres (Kα, pα). Ainsi a` chaque
ite´ration, ces parame`tres sont traite´s par couple lors de la recherche de la direction
minimisante. Classiquement un incre´ment double dans cette direction est tente´
et conserve´ si la minimisation est plus importante. Cette me´thode s’est ave´re´e
tout a` fait satisfaisante. La de´termination d’une solution approche´e grossie`re a
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Tableau 5.1 – Convergence de la me´thode de Hooke and Jeeves (3320 points de mesure).
J Iter. Temps approx. F
3 578 2 min 6.1× 10−3
4 2458 10 min 4.4× 10−4
5 2001 11 min. 3.3× 10−5
Tableau 5.2 – Les valeurs des parame`tres des e´le´ments dissipatifs identifie´es sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge a` 5 mm/min
α kα [kPa] pα [s
−1] hα
1 0.99 9.64× 10−7 0
2 1.09 3.13× 10−5 1
3 1.81 1.04× 10−3 0
4 5.25 1.20× 10−2 1
5 34.8 9.41× 10−2 0
permis de re´duire le temps de calcul. On peut noter dans le Tableau 5.1 que pour
5 exponentielles et 3320 points de mesure, le nombre d’ite´rations e´tait de 2001 et
le temps de calcul d’environ 11 minutes.
Sur la courbe de relaxation expe´rimentale avec une charge a` 5 mm/min (ε˙0 =
1.7×10−2 s−1) et ε0 = 0.7, on a estime´ la valeur de l’asymptote a` 4 kPa. Ceci fixe la
valeur de w′(ε0). Sur la Fig. 5.1, on montre les re´sultats de la minimisation avec 3, 4
et 5 exponentielles. On note que les 5 exponentielles permettent d’obtenir une bonne
reproduction de la courbe expe´rimentale aussi bien dans les premie`res minutes (voir
Fig. 5.1d) qu’a` long terme. Les valeurs de kα et pα pour les 5 exponentielles sont
donne´es dans le Tableau 5.2. Dans le meˆme tableau on montre e´galement les valeurs
des parame`tres hα qui seront introduits dans la section 5.1.5 pour caracte´riser les
fonctions G et Σ. La question de la sensibilite´ du processus d’identification des
parame`tres visqueux sur les courbes de relaxation a e´te´ conside´re´e. Nous avons
ve´rifie´ que des solutions approche´es grossie`res diffe´rentes (mais restant dans le
domaine des valeurs acceptables des grandeurs me´caniques) nous conduisent a` la
fin du processus d’optimisation au meˆme jeu des parame`tres kα pα. Seul le temps
de calcul est modifie´.
5.1.3 Fonctions de relaxation somme de fonctions de Mittag-
Leﬄer
Suite aux bons re´sultats obtenus par plusieurs auteurs [67, 69, 78] dans la
description du comportement viscoe´lastique des e´lastome`res avec le calcul fraction-
naire, on a conside´re´ la possibilite´ d’appliquer cette approche.
On conside`re le cas ou` les amortisseurs qui composent les e´le´ments dissipatifs
sont des amortisseurs fractionnaires. Ceci signifie que la loi de comportement (5.6)
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Figure 5.1 – Reproduction de la courbe de relaxation de 10 jours avec une vitesse de
chargement de 5 mm/min (lignes en pointille´e), avec 3(a), 4(b), et 5(c)
exponentielles (lignes pleines). (d) Comparaison des courbes avec 4 (en
traits discontinus) et 5 exponentielles (ligne pleine rouge) avec la courbe
expe´rimentale (ligne en pointille´s) dans le premier 1000 s.
est remplace´e par la loi aux de´rive´s fractionnaires
σdα =
kα
pα
dqα
dtqα
εdα , (5.17)
avec 0 < qα < 1. Dans ce cas, la fonction de relaxation Υ devient :
Υ(t) =
J∑
α=1
kαEqα (−pα tqα) , (5.18)
ou` Eq(·) est la fonction de Mittag-Leﬄer
Eq(x) =
∞∑
n=0
xn
Γ(qn+ 1)
, (5.19)
et Γ est la fonction Gamma (4.3).
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Figure 5.2 – Reproduction de la courbe de relaxation de 10 jours avec une vitesse de
chargement de 5 mm/min (lignes en pointille´e), avec une somme de fonc-
tions de Mittag-Leﬄer (5.19) (lignes pleines).
Tableau 5.3 – Les valeurs des parame`tres des e´le´ments fractionnaires identifie´es sur la
courbe de relaxation avec une phase de charge a` 5 mm/min
α kα [kPa] pα [s
−qα] qα
1 4.5 5.25× 10−2 0.32
2 12.7 2.61× 10−2 0.89
Une bonne reproduction de la courbe de relaxation expe´rimentale (voir Fig.
5.2) a e´te´ obtenue en conside´rant deux e´le´ments fractionnaires avec les parame`tres
kα, pα, qα donne´s dans le Tableau 5.3.
Bien que les amortisseurs fractionnaires permettent d’obtenir une description
convenable de la courbe expe´rimentale avec moins de parame`tres (6 a` la place
de 10), on a e´carte´ cette possibilite´. Ceci pour deux raisons. Tout d’abord, pour
les e´le´ments fractionnaires la fonction de relaxation est singulie`re a` l’origine. Ceci
donne des proble`mes nume´riques pour les changements de phase, la` ou` les valeurs
de la fonction de relaxation dans le voisinage de l’origine jouent un roˆle de´cisif.
Ensuite, les exponentielles permettent de re´duire e´norme´ment le temps de calcul
des simulations nume´riques. En effet, l’e´valuation des termes d’histoire Ai peut eˆtre
effectue´e avec une proce´dure ite´rative. Par exemple, on conside`re le terme
C(t) =
∫ t
0
exp(−ps) ε˙(t− s) ds , (5.20)
que l’on trouve dans les termes d’histoire Ai(t). Avec le changement de variable
r = t− s, on obtient
C(t) = exp(−pt)
∫ t
0
exp(pr) ε˙(r) dr . (5.21)
Donc a` l’instant t+ τ ,
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Tableau 5.4 – Les valeurs des parame`tres des e´le´ments dissipatifs identifie´es sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge a` 250 mm/min
α kα [kPa] pα [s
−1]
1 4.27 7.27× 10−7
2 1.23 7.56× 10−6
3 2.60 7.10× 10−3
4 3.56 1.48× 10−1
5 33.8 1.57
C(t+ τ) = exp(−p(t + τ))
(∫ t
0
exp(pr) ε˙(r) dr +
∫ t+τ
t
exp(pr) ε˙(r) dr
)
= exp(−kτ)C(t) + exp(−p(t + τ))
∫ t+τ
t
exp(pr) ε˙(r) dr .
(5.22)
Enfin, si l’on suppose que ε˙(r) est constante dans l’intervalle (t, t+ τ),
C(t + τ) = exp(−pτ)C(t) + (1− exp(−pτ)) ε˙
p
. (5.23)
on obtient une formule re´cursive qui, a` partir de C(t), nous donne directement
C(t + τ). Au contraire avec les drive´es fractionnaires, on est oblige´ de calculer les
termes d’histoire Ai a` chaque pas de temps et de stocker leurs valeurs. Ceci me`ne a`
un temps de calcul de l’ordre de 10 heures pour la simulation de 4 cycles de charge
et de´charge avec une chaˆıne de 30 e´le´ments. Les de´rive´es fractionnaires n’auraient
pas permis d’utiliser la proce´dure d’identification des parame`tres e´lastique de´crite
dans la suite.
5.1.4 Non line´arite´ de la viscosite´
On prend en compte les deux courbes expe´rimentales de relaxation obtenues
avec une vitesse de la phase de charge de 1 mm/min et 250 mm/min (courbe en
pointille´ sur la Fig. 5.3 ). Avec la proce´dure de minimisation de´crite dans la section
5.1.3, on a obtenu les valeurs des parame`tres kα et pα reporte´es dans les Tableau
5.4, 5.5. Les re´sultats de la minimisation sont montre´s en trait noir sur la Fig. 5.3.
On remarque que les valeurs des parame`tres sont bien diffe´rentes pour les deux
vitesses, et les deux sont aussi diffe´rentes des valeurs pre´ce´demment identifie´es sur
la courbe a` 5 mm/min.
Si l’on conside`re les parame`tres visqueux identifie´s sur la courbe a` 5 mm/min, et
que l’on simule les essais de relaxation aux autres vitesses, on obtient des courbes de
relaxation qui ne reproduisent pas les re´sultats expe´rimentaux (courbes en rouge
sur la Fig. 5.3). En particulier, on observe une importante surestimation de la
viscosite´ pour une vitesse de 250 mm/min, et une sous-estimation pour la vitesse
de 1 mm/min. On conclue que la viscosite´ est fortement non line´aire. La prise en
compte de ce caracte`re non line´aire sera e´voque´e dans le chapitre final, dans lequel
on discutera les perspectives imme´diates de ce travail.
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Figure 5.3 – (a) Reproduction de la courbe de relaxation de 20 jours avec une vitesse
de chargement de 1 mm/min (ligne en pointille´e bleue) avec cinq exponen-
tielles (ligne pleine noir). (b) Reproduction de la courbe de relaxation de 72
heures avec une vitesse de chargement de 250 mm/min (ligne en pointille´e
bleue) avec cinq exponentielles (ligne pleine noir). Les courbes en traits-
points rouge sont les re´sultats des simulations nume´riques des deux essais
de relaxation a` 1 mm/min et 250 mm/min, avec les parame`tres identifie´s
sur la courbe a` 5 mm/min.
5.1.5 Viscosite´ interne et externe a` la chaˆıne
L’essai de relaxation nous a permis d’identifier la somme Υ des deux fonctions
de relaxation G et Σ, mais il n’a pas donne´ des informations sur comment distribuer
les cinq exponentielles entre les deux. Ces informations peuvent eˆtre re´cupe´re´es en
conside´rant la re´ponse sous compression. En effet, des distributions diffe´rentes des
cinq exponentielles entre G et Σ donnent des courbes de re´ponse qui ont des pentes
diffe´rentes dans le plateau, voir Fig. 5.4a.
On a introduit cinq parame`tres supple´mentaires hα qui repre´sentent le degre´
de contribution de chaque exponentielle a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur de la chaˆıne.
On a fait entrer les parame`tres hα dans le proce´de´ d’identification sous une forme
simplifie´e en conside´rant comme valeurs possibles : 1 (exponentielle a` l’inte´rieur)
et 0 (exponentielle a` l’exte´rieur). Les expressions de G et Σ deviennent :
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Tableau 5.5 – Les valeurs des parame`tres des e´le´ments dissipatifs identifie´es sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge a` 1 mm/min
α kα [kPa] pα [s
−1]
1 0.01 8.30× 10−7
2 1.53 6.01× 10−7
3 1.60 2.48× 10−5
4 2.04 6.10× 10−4
5 18.4 7.02× 10−3
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Figure 5.4 – (a) Courbes de re´ponse pour diffe´rents choix de G et Σ. (b) Courbe
expe´rimentale d’un cycle de charge et de´charge a` 5 mm/min (ligne en
pointille´e bleue) utilise´e pour l’identification des parame`tres e´lastiques, et
re´sultat de la simulation nume´rique apre`s identification (ligne pleine rouge).
G(t) =
5∑
α=1
hα kα exp(−pα t) , Σ(t) =
5∑
α=1
(1− hα) kα exp(−pα t) . (5.24)
Une bonne reproduction de la pente de la courbe de re´ponse dans la phase du
plateau a e´te´ obtenue avec les valeurs de hα reporte´s dans le Tableau 5.2. Cette
distribution correspond a` utiliser deux exponentielles dans G et trois exponentielles
dans Σ.
5.1.6 Parame`tres e´lastiques
Pour les ressorts non line´aires, on conside`re l’expression de l’e´nergie de de´formation
unidimensionnelle que l’on avait introduite dans le mode`le e´lastique (section 3.2),
w(ε) =
1
2
α (1 + ε)2+ c (1 + ε)m
( 1
m+ 2
(1 + ε)2 − 1
m
)
−µ log(1 + ε) + β
√
pi
2
√
k
erf
(√
k(1 + ε− a))+ γ ,
(5.25)
Les valeurs de α et γ sont de´termine´es par la condition (3.19) imposant que l’e´nergie
w et la force σe sont nulles dans la configuration de re´fe´rence ε = 0.
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Figure 5.5 – E´tude de l’influence des parame`tres e´lastiques. Dans les six figures,
les courbes (σe, ε) sont obtenues en faisant varier un des parame`tres
(c, µ, m, β, k, a) a` la fois.
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Dans la suite, on pre´sente la proce´dure utilise´e pour de´terminer les six pa-
rame`tres restants c, µ, m, β, k, a. On s’attend des valeurs diffe´rentes des celles
de´termine´es dans la section 3.2 pour le mode`le e´lastique. On rappelle que β,
k, a sont les parame`tres qui caracte´risent la gaussienne. En particulier, a et β
de´terminent respectivement la position et la valeur du minimum, et k est l’e´cart
type.
La proce´dure d’identification comporte deux e´tapes. D’abord, on e´value l’in-
fluence de chacun des parame`tres sur la courbe (σe, ε) en les faisant varier l’un
apre`s l’autre. Les re´sultats sont montre´s sur la Fig. 5.5 . On remarque que :
– c influence la pente initiale et la valeur du maximum,
– µ influence la deuxie`me branche ascendante,
– m influence la branche descendante, la position et la valeur du maximum et
du minimum,
– si l’on augmente β, on baisse la courbe autour la valeur de a,
– k de´termine le pente de la courbe autour la valeur de a,
– si l’on change a on modifie la position et la valeur du minimum.
On voit aussi qu’une variation de l’ordre de 10% de la valeur de chacun des pa-
rame`tres induit sur la courbe de re´ponse une variation moyenne 1 infe`rieure au 9%.
Cette analyse de sensibilite´ montre la stabilite´ de la forme de la courbe de re´ponse
e´lastique par rapport a` des petites variations des constantes mate´rielles.
La proce´dure d’identification a e´te´ comple´te´e par une identification nume´rique.
On a effectue´ des simulations nume´riques en prenant en compte la contribution
visqueuse pre´ce´demment identifie´e. On a conside´re´ une chaˆıne de 120 e´le´ments
et un pas de temps de 0.03 s. Une justification de ce choix sera donne´e dans la
section 5.2. On a identifie´ les parame`tres e´lastiques sur la courbe expe´rimentale
d’un cycle de charge et de´charge a` 5 mm/min, montre´e en pointille´s sur la Fig.
5.4b. L’identification est mene´e directement sur la courbe expe´rimentale pour trois
des parame`tres, et a` l’aide d’une optimisation avec la me´thode de Hooke and Jeeves
pour les trois autres. En effet, l’analyse de sensibilite´, mene´e dans la premie`re e´tape,
nous a permit de comprendre que les valeurs des parame`tres c, µ, m peuvent eˆtre
ajuste´es directement sur la courbe de re´ponse sans les inclure dans le processus
d’optimisation. Pour l’identification on a donc suivi la proce´dure suivante :
1. on a de´termine´ c pour reproduire la pente initiale de la courbe de re´ponse,
2. on a de´termine´ m (avec c fixe) pour reproduire la valeur de la force du de´but
plateau,
3. on a de´termine´ µ (avec c et m fixes) pour reproduire la valeur de la force a`
la fin de la phase de charge ε = 0.7,
4. on a effectue´ une minimisation aux moindre carre´s avec la me´thode de Hooke
and Jeeves pour trouver les valeurs des trois parame`tres β, k et a.
Les valeurs des parame`tres e´lastiques obtenues par cette proce´dure sont reporte´es
1. On a pris la variation moyenne v suivante : v(η) =
∫
0.7
0
|σe(ε,η)−σe(ε,0)|dε
∫
0.7
0
|σe(ε,0)|dε
ou` η correspond au
vecteur des parame`tres modifie´s.
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Tableau 5.6 – Les valeurs des parame`tres e´lastiques
c = 85 kPa m = 15 µ = 2.5 kPa a = 0.4 β = 3.3 kPa k = 18
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Figure 5.6 – (a) Simulations nume´riques de deux cycles de charge et de de´charge pour
valeurs diffe´rentes du parame`tre d’endommagement d : d = 0.3 (ligne tirets-
points verte fonce´), d = 0.5 (ligne pleine verte) et d = 0.7 (ligne en pointille´s
vert clair). (b) Comparaison entre simulations nume´riques avec d = 0.5
(ligne plein verte) et expe´riences (ligne en pointille´e bleue) pour 4 cycles de
charge et de de´charge a` 5 mm/min.
dans le Tableau 5.6. Sur la Fig. 5.8, le re´sultat de la simulation nume´rique d’un
cycle de charge et de de´charge est compare´ a` la courbe expe´rimentale.
5.1.7 Parame`tre d’endommagement
Le parame`tre d’endommagement d, introduit en (4.54), a e´te´ identifie´ sur les
courbes expe´rimentales en compression cyclique. A` ce propos, on a effectue´ des
simulations nume´riques de deux cycles de charge et de de´charge a` 5 mm/min avec
diffe´rentes valeurs de d, voir Fig. 5.6a. Une reproduction convenable des courbes
expe´rimentales a e´te´ obtenue avec d = 0.5, Fig. 5.6b.
La prise en compte de l’endommagement permet de de´crire aussi bien la baisse
de la courbe a` la charge au deuxie`me cycle, que d’autres effets significatifs. En effet
avec l’endommagement, on observe une forme diffe´rente des courbes de re´ponse
apre`s le premier cycle : la de´formation re´siduelle a` la fin de chaque cycle de charge
et de´charge est plus importante, et la longueur de la phase du plateau est infe´rieure.
Donc, l’introduction de l’endommagement permet d’e´liminer les trois insuffisances
pre´ce´demment trouve´es avec le mode`le viscoe´lastique.
5.2 Re´sultats nume´riques
On a effectue´ des simulations nume´riques sur la chaˆıne montre´e sur la Fig. 4.7
soumise a` des processus de de´formation t → ε0(t). On a conside´re´ les valeurs des
parame`tres du mate´riau reporte´es dans les Tableau 5.2, 5.6.
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Pour obtenir une solution du proble`me d’e´volution P1 (section 4.2.2), on consi-
de`re une se´quence d’intervalles de temps de dure´e ∆t, et dans chaque intervalle on
remplace les vitesses de de´formation ε˙i(t) par des valeurs constantes ε˙i. A` chaque
pas de temps, le choix de la me´thode utilise´e pour calculer la solution (εi, σ) de´pend
de la valeur du de´terminant de la matrice H . S’il n’a pas change´ de signe, et
si detH > 10−2, on conside`re le proble`me incre´mental infinite´simal P2, et on
re´sout le syste`me line´aire alge´brique (4.19), (4.20). Sinon, on conside`re le proble`me
incre´mental fini P3, et le syste`me alge´brique non line´aire (4.24) est re´solu avec la
me´thode ite´rative de Newton-Raphson.
L’utilisation des exponentielles dans les fonctions de relaxation permet de re´e´crire
les re´ponses σdi et σ
v des e´le´ments dissipatifs en terme d’e´quations diffe´rentielles∑2
α=1 σ˙
d
i (t) = σ˙
d
i α(t)
σ˙di α(t) + pασ
d
i α(t) = kαε˙i i = 1, 2, ...N, et α = 1, 2.∑5
α=3 σ˙
v(t) = σ˙vα(t)
σ˙vα(t) + pασ
v
α(t) = kαε˙ α = 3, 4, 5.
(5.26)
Donc, au lieu de de´terminer les termes d’histoire Ai avec la formule re´cursive
5.23, on peut inte´grer directement les e´quations ci-dessus. Parmi les me´thodes
d’inte´gration d’e´quations diffe´rentielles, nous avons d’abord envisage´ des me´thodes
de type Runge-Kutta ou Heunn ou encore des Θ-methodes [132]. En effet, une se´rie
de tests nous a montre´ qu’une me´thode d’Euler explicite convenait.
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Figure 5.7 – Simulation d’un cycle de charge et de de´charge avec des valeurs diffe´rents
de N (a) : chaˆıne de 30 e´le´ments (ligne bleue), 60 e´le´ments (vert), et 120
e´le´ments (rouge) ; et des valeurs diffe´rentes de ∆t (b) : 0.3 s (bleue), 0.03
s(rouge) et 0.01 s (vert).
On a fait des tests pour choisir le bon pas de discre´tisation temporelle ∆t,
et le nombre d’e´le´ments composants la chaˆıne. Sur la Fig. 5.7a et b on montre,
respectivement, les courbes de re´ponse pour un cycle de charge et de de´charge avec
trois pas de temps diffe´rents et avec des nombres d’e´le´ments N diffe´rents. Comme
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Tableau 5.7 – Influence du pas de temps ∆t et du nombre d’e´le´ments N sur le temps de
calcul pour la simulation d’un cycle de charge et de´charge a` 5 mm/min
(dure´e re´elle de 14 min).
N ∆t Temps de calcul
30 0.03 s 1 min 15 s
60 0.03 s 1 min 40 s
120 0.03 s 2 min 38 s
120 0.01 s 8 min
120 0.3 s 22 s.
Tableau 5.8 – Temps de calcul des simulations pour diffe´rents types de chargement avec
N = 120.
Chargement Temps d’observation ∆t Temps de calcul
Un cycle 14 min 0.03 s 2 min et 38 s
Quatre cycles 56 min 0.03 s 11 min et 40 s
Pe´riode de repos 33 jours 0.03 s et 10 s 1 h 50 min
dans le mode`le e´lastique, si l’on augmente le nombre des e´le´ments on diminue les
amplitudes des sauts correspondant aux changements de phase. Pour les simulations
qui suivent, on conside´ra une chaˆıne de 120 e´le´ments et un pas de temps ∆t = 0.03
s. En effet, on observe sur la Fig. 5.7b que les re´sultats obtenus par ∆t = 0.01s sont
identiques a` ceux obtenus pour ∆t = 0.03s, ce qui justifie notre choix. Le Tableau
5.7 donne des pre´cisions sur les temps de calcul pour les diffe´rents choix de N et
∆t.
Pour les simulations des pe´riodes de repos, qui peut aller jusqu’a` 33 jours,
deux pas de temps ont e´te´ utilise´s : ∆t = 0.03 pour les premie`res 30 min , et un
∆t = 10 s pour le reste de la pe´riode du repos. Ceci correspond a` des temps de
calcul de l’ordre de deux heures (voir Tableau 5.8). On remarque que la simulation
des pe´riodes de repos est possible graˆce aux temps de calcul re´duits dus a` l’utili-
sation des exponentielles. Au contraire, avec les e´le´ments fractionnaires ce calcul
demanderait plusieurs jours.
5.2.1 Simulations des essais en compression cyclique
On a commence´ par la simulation des essais en compression cyclique de´crits a`
la section 2.2.3. Chacun de ces essais est constitue´ par quatre cycles de charge et
de de´charge a` une vitesse de chargement de 5 mm/min. Les courbes de re´ponse
des simulations sont montre´es sur la Fig. 5.8. Dans la meˆme figure, elles sont
compare´es avec les courbes expe´rimentales pre´sente´es sur la Fig. 2.6. On remarque
que le mode`le viscoe´lastique reproduit qualitativement :
- la forme du cycle d’hyste´re´sis,
- une baisse de la courbe de re´ponse a` la charge avec le nombre de cycles,
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Figure 5.8 – Simulation nume´rique de 4 cycles de charge et de de´charge a` 5 mm/min
(ligne pleine rouge) et courbes expe´rimentales (ligne en pointille´ bleue).
- une transition marque´e entre la premie`re branche ascendante et le plateau
dans le premier cycle, qui devient plus graduelle dans les cycles suivants,
- une inde´pendance substantielle au nombre de cycles de la courbe a` la de´charge,
- une de´formation re´siduelle qui augmente avec le nombre de cycles.
Mais des insuffisances importantes sont e´videntes dans les simulations nume´riques :
– la de´formation re´siduelle a` la fin de chaque cycle de charge et de de´charge est
infe´rieure a` celle des expe´riences,
– la baisse de la re´sistance avec le nombre de cycles (“stress softening”) est
sous-estime´e. Toutes les courbes de re´ponse a` la charge sont proches les unes
des autres pour des de´formations supe´rieures a` 0.4,
– le passage du plateau a` la deuxie`me branche ascendante ne change pas sensi-
blement avec le nombre de cycles. Dans les expe´riences, il passe de la valeur
de ε = 0.6 pour la premie`re courbe de charge a` la valeur de ε = 0.5 pour les
cycles suivants.
Ces diffe´rences peuvent eˆtre attribue´es a` l’endommagement des areˆtes des cel-
lules lors de l’effondrement de la mousse. En effet dans la section 5.2.4, on verra
que la prise en compte de l’endommagement des ressorts non line´aires permet de
re´duire sensiblement ces insuffisances.
5.2.2 Simulations des essais a` diffe´rentes vitesses de charge
Sur la Fig. 5.9a, on montre les re´sultats des simulations nume´riques des essais
a` diffe´rentes vitesses de chargement de´crits dans la section 2.2.5. On observe que
le mode`le viscoe´lastique de´crit
- l’augmentation de la force avec la vitesse de chargement,
- une de´pendance de la de´formation re´siduelle a` la vitesse de chargement.
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Figure 5.9 – Simulations nume´riques d’un cycle de charge et de de´charge a` diffe´rentes
vitesse de chargement : 0.1 mm/min (ligne en pointille´e violette), 5 mm/min
(ligne pleine rouge), 100 mm/min (ligne tirets-points magenta). Pour les
simulations a` 0.1 mm/min et a` 5 mm/min on a conside´re´ les valeurs des
parame`tres visqueux reporte´es dans le Tableau 5.2. Pour la simulation a`
100 mm/min on a pris les valeurs reporte´es dans le Tableau 5.2 dans (a),
et les valeurs dans le Tableau 5.4 dans (b).
Si l’on compare ces re´sultats nume´riques avec l’essai expe´rimental de´crit dans
la section 2.2.5, on remarque d’importantes diffe´rences. Tout d’abord, les courbes
de re´ponse a` 100 mm/min sont tre`s diffe´rentes. En effet, ceci e´tait un re´sultat at-
tendu. On avait de´ja` constate´ que les parame`tres visqueux identifie´s sur la courbe
de relaxation a` 5 mm/min ne peuvent pas de´crire la relaxation pour des vitesses
diffe´rentes. Une viscosite´ non line´aire devrait eˆtre prise en compte. En effet, une
reproduction plus satisfaisante des expe´riences a` 100 mm/min peut eˆtre obtenue
en conside´rant les valeurs des parame`tres visqueux identifie´s sur la courbe de re-
laxation a` 250 mm/min, voir Fig. 5.9b. De plus, dans les simulations nume´riques
on observe qu’aussi bien la pente que la longueur du plateau varient avec la vitesse
de chargement. Au contraire dans les expe´riences, elles ne changent pas. La prise
en compte d’une viscosite´ non line´aire devrait re´duire e´galement ces e´carts.
5.2.3 Simulations d’ulte´rieurs essais en compression
Sur la Fig. 5.10 on pre´sente les re´sultats des simulations nume´riques de cycles
de charge et de de´charge de petites amplitudes de´crits dans la section 2.2.6. On
remarque que le mode`le pre´dit des cycles d’hyste´re´sis de petite amplitude aussi bien
a` la charge qu’a` la de´charge. Ces cycles ne sont pas dus aux changements de phase,
mais a` la dissipation visqueuse. Les amplitudes des cycles sont le´ge`rement plus
petites que celles observe´es expe´rimentalement. Cette diffe´rence peut eˆtre encore
une fois attribue´e a` la non line´arite´ de la viscosite´ et donc a` la faiblesse de la
fonction de relaxation choisie a` de´crire la contribution visqueuse pour une vitesse
de charge diffe´rente de 5 mm/min.
Enfin, on conside`re la Fig. 5.11, ou` les re´sultats nume´riques sont compare´s aux
expe´riences dans le cas du processus de charge et de´charge complexe de´crit dans la
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Figure 5.10 – Simulations nume´riques de cycles de charge et de de´charge de petite am-
plitude sur le plateau supe´rieur (a) et sur le plateau infe´rieur (b). Vitesse
de chargement 1 mm/min. Les re´sultats sont a` comparer avec les courbes
expe´rimentales montre´es sur la Fig. 2.10a, b.
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Figure 5.11 – Comparaison entre les simulations nume´riques (a) et les expe´riences (b)
pour un processus de chargement complexe.
section2.2.6. Le mode`le de´crit qualitativement le comportement de la mousse. En
particulier, il pre´dit le petit cycle d’hyste´re´sis a` la de´charge, et les deux segments
verticaux pour ε = 0.35 et ε = 0.22 qui correspondent aux deux phases de relaxa-
tion effectue´es avant la recharge. Au contraire, la courbe a` la recharge n’est pas
bien de´crite.
5.2.4 Simulations avec endommagement
On pre´sente ici les simulations avec le mode`le complet (e´lasticite´ non line´aire,
viscoe´lasticite´ et endommagement) des expe´riences pre´sente´es dans le chapitre 2.
On conside`re la valeur de d = 0.5 et les valeurs des parame`tres e´lastiques et vis-
queux identifie´es dans les sections pre´ce´dentes.
Sur la Fig. 5.12, dans la colonne a` gauche on montre les re´sultats des simulations
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nume´riques pour 3 cycles de charge et de´charge a` diffe´rentes amplitudes. Pour faci-
liter la comparaison on reporte, dans la colonne a` droite, les courbes expe´rimentales
de´crites dans le chapitre 2. On observe que, dans les trois cas, il y a une baisse im-
portante de la courbe a` la charge en passant du premier au deuxie`me cycle, et que
cette baisse ne de´pend pas de la valeur de de´formation maximale. De plus, dans
les simulations on retrouve, en accord avec les expe´riences, une deuxie`me branche
ascendante lors des chargements suivant le premier.
Nous avons e´galement simule´ les essais en compression cyclique intercale´s avec
des pe´riodes de repos de´crits dans la section 2.2.5. Ils consistent en quatre cycles de
charge et de de´charge a` 5 mm/min (Fig. 5.13a), qui sont re´pe´te´s apre`s des pe´riodes
de repos de dure´e croissante : 16 heures (Fig. 5.13b), 52 heures (Fig. 5.13c) et
33 jours (Fig. 5.13d). Les pe´riodes de repos e´tant des intervalles de fluage a` force
ze´ro, dans ces intervalles la de´formation re´siduelle diminue, car le syste`me tend vers
la configuration a` de´formation moyenne nulle (ε = 0), qui repre´sente la position
d’e´quilibre. Il faut comparer les re´sultats avec les courbes expe´rimentales sur la
Fig. 2.8.
Si l’on conside`re la re´ponse au premier cycle de charge apre`s 16 heures de repos,
on observe un bon accord avec les expe´riences. En effet, on retrouve une valeur
de la force au niveau du plateau de 4 kPa et une longueur du plateau correcte.
Il commence pour ε = 0.05 et il se termine pour une valeur de de´formation de
ε = 0.55. De plus a` la fin de la premie`re phase de charge, on atteint une valeur
de la force de 8 kPa. Ce qui correspond aux re´sultats expe´rimentaux. Aux cycles
suivants, les courbes a` la charge s’approchent rapidement de la courbe a` la charge
du premier cycle. En effet pour ε = 0.4, dans les simulations la diffe´rence de la
force entre la premie`re et la deuxie`me phase de charge est d’environ 0.2 kPa, alors
que dans les expe´riences elle est de 1 kPa. Les valeurs de la de´formation re´siduelle a`
la fin de chaque cycle de charge et de de´charge sont en accord avec les expe´riences.
En accord avec les expe´riences, les courbes de re´ponse apre`s 52 heures de repos
co¨ıncident avec les courbes apre`s 16 heures. Au contraire, dans les simulations on
n’observe pas le recouvrement de la force apre`s 33 jours de repos. En effet, la
diffe´rence de la de´formation re´siduelle apre`s 16 heures et 33 jours est minimale, et
donc la seule viscosite´ ne peut pas reproduire le recouvrement de la force observe´
apre`s 33 jours. Pour de´crire cet effet, il faudrait introduire dans le mode`le un
me´canisme de recouvrement de l’endommagement.
Enfin, nous avons simule´ les essais complexes avec combinaisons de phases de
charge, de de´charge, de relaxation et de fluage de´crits dans la section 2.2.6. Sur
la Fig. 5.14, on montre les re´sultats des simulations nume´riques a` gauche, et les
courbes expe´rimentales a` droite.
La premie`re simulation, Fig. 5.14a, consiste en deux se´ries de 4 cycles de charge
et de de´charge a` diffe´rente amplitude. Les deux se´ries sont intercale´es par une
pe´riode de repos de 25 s. On observe que le comportement dans la premie`re se´rie
n’est de´crit que qualitativement. En effet, dans les simulations les re´gimes pla-
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Figure 5.12 – Comparaison entre simulations nume´riques (a), (c), (e) et expe´riences (b),
(d), (f) sous 3 cycles de charge et de de´charge a` diffe´rentes amplitudes.
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Figure 5.13 – Simulations nume´riques de 4 cycles de charge et de de´charge sur un
e´chantillon vierge (a), apre`s une pe´riode de repos de 16 heures (b), de 52
heures (c) et de 33 jours. Les re´sultats sont a` comparer avec les courbes
expe´rimentales montre´es sur la Fig. 2.8.
teau disparaissent apre`s le premier cycle, et il y a une importante diffe´rence entre
la courbe a` la de´charge du premier cycle et celles des cycles suivants. Dans la
deuxie`me se´rie de 4 cycles, on trouve une re´ponse qui est davantage en accord avec
les expe´riences. La courbe a` la charge au premier cycle montre deux re´gimes pla-
teau pour deux diffe´rentes valeurs de la force. De plus, pour les cycles successifs on
observe des petites marches pour environ ε = 0.05, qui montrent l’influence de la
premie`re se´rie de cycles.
Les deux dernie`res simulations concernent les cycles de charge et de´charge de
diffe´rentes amplitudes intercale´s avec des pe´riodes de relaxation de´crits dans la sec-
tion 2.2.6. Les re´sultats, Fig. 5.14 c, e, montrent la capacite´ du mode`le a` de´crire
le comportement des mousses sous chargement complexes. En effet, les formes
des cycles d’hyste´re´sis soit de petites que de larges amplitudes sont reproduites.
D’autres de´tails de la courbe expe´rimentale sont e´galement de´crits, comme les pe-
tits segments verticaux en correspondance des pe´riodes de relaxation. De plus, a` la
fin des processus de chargement les courbes de re´ponse s’approchent a` la premie`re
courbe de charge en accord avec les expe´riences.
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Figure 5.14 – Comparaison entre simulations nume´riques (a), (c), (e) et expe´riences (b),
(d), (f) sous cycles complexes avec phases de charge, de de´charge, de re-
laxation et de fluage.
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6.1 Conclusions
Ce travail s’inscrit dans le cadre de l’e´tude du comportement d’une mousse
polyme´rique a` porosite´ ouverte sous compression cyclique. Apre`s un premier cha-
pitre de description ge´ne´rale du mate´riau, dans le deuxie`me chapitre on a pre´sente´
l’e´tude expe´rimentale effectue´e au Laboratorio di Materiali Polimerici de l’Univer-
site´ de Ferrara. Cette e´tude a montre´ la complexite´ du comportement des mousses.
En effet, les essais en compression cyclique ont mis en e´vidence la localisation des
de´formations, le cycle d’hyste´re´sis, la diminution de re´sistance avec le nombre des
cycles, et la de´pendance de la re´ponse a` la vitesse de chargement.
Dans le troisie`me chapitre on a introduit un mode`le e´lastique, ou` la mousse est
repre´sente´e par une chaˆıne de ressorts non line´aires avec une e´nergie de de´formation
non convexe. Le mode`le e´lastique non line´aire donne une description convenable de
la localisation des de´formations et des cycles d’hyste´re´sis.
Le quatrie`me chapitre pre´sente une extension du mode`le pre´ce´dent, pour de´crire
les effets non e´lastiques. D’une part, nous avons de´veloppe´ un mode`le viscoe´lastique
en introduisant des e´le´ments dissipatifs re´gis par une loi de comportement line´aire
de type Bolzmann Volterra. Les simulations nume´riques ont montre´ le bien fonde´
de la prise en compte de la viscosite´. D’autre part, nous avons introduit l’endom-
magement pour mieux de´crire la diminution de la re´sistance de la mousse apre`s le
premier cycle de charge dans les essais en compression cyclique.
Les re´sultats des simulations nume´riques pre´sente´s dans le cinquie`me chapitre
ont montre´ que le mode`le viscoe´lastique avec endommagement permet de de´crire
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avec une bonne pre´cision du comportement de la mousse conside´re´e, y compris sous
sollicitations complexes avec combinaison de phases de charge, de de´charge et de
repos.
On remarque que ces aspects complexes ne sont pas de´crits par les mode`les
qu’on trouve dans la litte´rature. Sur ce point, on peut affirmer que cette the`se
ouvre des perspectives nouvelles pour la description de ce type de mate´riau. En
particulier, l’interpre´tation de la localisation des de´formations comme un change-
ment de phase provenant de la non convexite´ de l’e´nergie de de´formation e´lastique a
permis de reproduire le comportement du mate´riau sous cycles complexes de charge
et de´charge. Un autre re´sultat de cette e´tude est la reconnaissance du roˆle essen-
tiel des phe´nome`nes visqueux parmi les effets non e´lastiques, tandis que celui de
l’endommagement, conside´re´ ailleurs comme fondamentale, ne constitue ici qu’une
composante supple´mentaire. Ne´anmoins, plusieurs aspects du mode`le peuvent en-
core eˆtre ame´liore´s. Ceci est discute´ dans la section suivante, de´die´e aux perspec-
tives de de´veloppement du mode`le.
6.2 Perspectives
Un des de´veloppements qu’on peut envisager pour le mode`le propose´ est le
passage de l’unidimensionnel au tridimensionnel. Mais, dans l’e´tat pre´sent de la
connaissance, ce type de ge´ne´ralisation parait extreˆmement difficile, a` cause des
difficulte´s mathe´matiques importantes lie´es a` la non convexite´ de l’e´nergie de
de´formation. En restant sur le mode`le unidimensionnel, on envisage deux directions
principales de de´veloppement a` court terme : la prise en compte d’une viscosite´ non
line´aire et la formulation d’un mode`le continu.
6.2.1 Viscosite´ non line´aire
On a vu, dans le quatrie`me chapitre de cette the`se, que la description de la
de´pendance de la re´ponse des mousses a` la vitesse de chargement demande l’intro-
duction d’une viscosite´ non line´aire.
Dans la litte´rature, plusieurs auteurs, voir par exemple [3, 79], ont souligne´
la ne´cessite´ de la prise en compte de la non line´arite´ des effets rate dependent
pour les polyme`res. Dans le mode`le rhe´ologique propose´ ici, l’introduction d’une
contribution visqueuse non line´aire conduirait a` remplacer des combinaisons de
ressorts et d’amortisseurs par des e´le´ments e´lastiques et viscoe´lastiques avec des
lois de comportement non line´aires du type
σ = k(ε) ,
σ = η(ε, ε˙, σ) .
(6.1)
Le choix des fonctions k, η est de´licat. Il n’est pas toujours e´vident de justifier ce
choix avec des re´sultats expe´rimentaux, et donc dans la plupart des cas un choix
phe´nome´nologique est ne´cessaire.
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Par souci de simplicite´, en premie`re approximation on pourrait supposer une
loi line´aire pour les e´le´ments e´lastiques, et prendre en compte seulement une non
line´arite´ des amortisseurs. D’abord, on pourrait conside´rer η comme fonction seule-
ment de la vitesse de de´formation ε˙, et prendre des lois a` deux parame`tres comme
la loi de puissance
σ = η0 ε˙
n , (6.2)
ou la loi introduite par Eyring [49] et re´cemment reprise par Bardella [8],
σ = η0 sinh
−1
(
ε˙
c
)
, (6.3)
ou` n, η0 et c sont des constantes positives. Avec ces choix la viscosite´ η ne de´pend
pas de σ et ε. Si ce type de non line´arite´s se re´ve`le insuffisant, on pourra utiliser des
lois plus complexes, comme celles propose´es pour les e´lastome`res dans [4, 13, 68, 86,
91]. Par exemple, Boyce et Bergstron [13], sur la base d’e´tudes microme´caniques,
proposent une loi du type
σ = η0 ε
mε˙n , (6.4)
ou` η de´pend aussi de la valeur actuelle de la de´formation ε. Dans le mode`le de Lion
[86], la non line´arite´ est introduite en conside´rant une de´pendance de η par rapport
a` la force σ.
Une approche inte´ressante pour de´terminer la loi de variation de η par analyse
directe des expe´riences a e´te´ re´cemment propose´e par Amin et al. [4]. La technique
se fonde sur l’analyse de la courbe de re´ponse pour un processus de chargement en
escalier : phases de charge intercale´es avec des phases de relaxation. Cette technique
permet la se´paration des contributions e´lastique et visqueuse. En effet, la courbe
qui relie les points (σ, ε) a` la fin des phases de relaxation donne une estimation
de la contribution e´lastique, et la contribution visqueuse peut eˆtre de´termine´e par
diffe´rence. Enfin, la re´pe´tition de la meˆme proce´dure pour diffe´rentes vitesses de
chargement permet d’identifier une loi de variation de η. Amin et al. [4] de´terminent
ainsi une loi de puissance du type
η = η0
εφ
σδ
(6.5)
ou` η0, φ et δ sont des constantes positives. On remarque que, contrairement aux
expressions pre´ce´dentes, dans (6.5) la viscosite´ ne de´pend pas explicitement de la
vitesse de de´formation.
L’application de la technique de Amin et al.[4] aux mousses polyme´riques est
plus difficile que pour les e´lastome`res. En effet, les mousses se caracte´risent par
une phase finale de relaxation tre`s lente, qui rend difficile l’identification de la
contribution e´lastique avec un processus de charge en escaliers. Des expe´riences
supple´mentaires devraient eˆtre envisage´es. En particulier, il faudrait effectuer des
essais de relaxation pour diffe´rentes valeurs de la de´formation maximale et a`
diffe´rentes vitesses de charge.
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6.2.2 Un mode`le continu
Un deuxie`me de´veloppement propose´ est la formulation d’un mode`le continu.
Dans la formulation continue, la chaˆıne de ressorts est remplace´e par une barre avec
e´nergie de de´formation non convexe, et les changements progressifs de phase des
ressorts sont de´crits comme la propagation d’un front d’onde de discontinuite´ des
de´formations. Dans la litte´rature, les mode`les continus ont e´te´ utilise´s surtout pour
la description du comportement des alliages a` me´moire de forme [1, 2, 7, 16, 114].
L’expose´ suivant est inspire´ par les travaux d’Abeyaratne et al.[2].
On conside`re une barre de longueur L qui occupe le domaine (0, L) . On de´note
par σ et u respectivement la contrainte et le de´placement de la barre. L’e´quation
du mouvement en l’absence des forces de volume est
∂σ
∂x
= ρ
∂2u
∂t2
, (6.6)
ou` ρ est la densite´ de la barre dans la configuration initiale. On note v et ε respec-
tivement la vitesse et la de´formation de la barre,
v(x, t) =
∂u(x, t)
∂t
, ε(x, t) =
∂u(x, t)
∂x
.
On suppose que le de´placement u est continu, et que ses de´rive´es premie`res ε et v
et sa de´rive´e seconde par rapport a` t sont aussi continues sauf e´ventuellement sur
un nombre fini de points de discontinuite´ p = s(t).
On conside`re un processus de de´formation ou` une vitesse δ˙ est impose´e a` une
extre´mite´ de la barre. La barre e´tant e´lastique, la dissipation serait nulle si le champ
des de´formations e´tait continu [2]. Au contraire, la propagation d’une discontinuite´
de la de´formation implique une dissipation de l’e´nergie. Dans l’expression de la
vitesse de dissipation
D˙ = [[σ v]] + [[w]]s˙ + [[
1
2
ρ v2]]s˙ ≥ 0 , (6.7)
w est l’e´nergie de de´formation de la barre et [[g]] est le saut de g, c’est-a`-dire la
diffe´rence entre la valeur de la limite a` droite g(s+(t)) et a` gauche g(s−(t)). Cette
relation peut eˆtre re´e´crite [2] sous la forme
f s˙ ≥ 0 , (6.8)
ou`
f = [[w]]− 1
2
[[σ]][[ε]] , (6.9)
est la driving force, la force associe´e a` la propagation de la discontinuite´. Le
proble`me d’e´volution a` re´soudre est donc le suivant :
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Proble`me Trouver les champs de vitesses v, de de´formations ε et de contraintes
σ tels que :
σ(ε) = w′(ε) , ∂σ
∂x
= ρ∂v
∂t
, ∂v
∂x
= ρ∂ε
∂t
dans (0,L)\{p} ,
ρs˙2 = [[σ]]
[[ε]]
[[v]] = −s˙[[ε]] , f s˙ ≥ 0 , pour x = p ,
ε(x, 0) = 0 , v(x, 0) = 0 ,
v(0, t) = 0 , v(L, t) = δ˙ > 0 .
Si l’e´nergie de de´formation w est non convexe, le proble`me peut avoir plu-
sieurs solutions. Dans ce cas, la cine´tique de propagation de la discontinuite´ reste
inde´termine´e. Cette difficulte´ peut eˆtre re´solue avec l’introduction d’un crite`re de
nucle´ation et d’une loi de propagation de la surface de discontinuite´ [1]. Le crite`re
de nucle´ation donne la condition pour que la surface de discontinuite´ se forme, et
il s’e´crit comme une condition sur la driving force
f > fnuc (6.10)
ou` fnuc est une valeur critique a` de´terminer expe´rimentalement. La loi cine´tique
relie la vitesse de propagation de la discontinuite´ s a` la force conductrice f par une
relation de la forme
f = φ(s˙) , (6.11)
ou` φ est un potentiel de dissipation, s˙ φ(s˙) ≥ 0. Avec cette approche plusieurs choix
pour la cine´tique de propagation de la discontinuite´ peuvent eˆtre faits [113, 114].
En effet, des travaux re´cents [52, 123] montrent que la cine´tique de la pro-
pagation est de´termine´e si l’on ajoute une dissipation visqueuse. Cela rend inutile
l’introduction d’un crite`re de nucle´ation et d’une loi d’e´volution de la discontinuite´.
Par exemple, Fa˘ciu et Mihailescu-Suliciu [52] conside`rent une loi constitutive du
type Maxwell
σ˙ − k
η
(σ − σeq) = kε˙ , (6.12)
ou` k, η sont des constantes positives, et σeq est la re´ponse a` l’e´quilibre. Fa˘ciu et
Mihailescu-Suliciu analysent le cas ou` σeq est une fonction triline´aire de ε avec
une branche de pente ne´gative. Dans ce cas, ils montrent que la transition de
phase de´marre lorsqu’on atteint la branche descendante de la courbe (σeq, ε), et
que l’amplitude du saut de la de´formation sur la surface de discontinuite´ croˆıt avec
t de manie`re exponentielle.
Dans [123], Truskinovsky et Vainchtein montrent que le crite`re de nucle´ation
et la loi de propagation peuvent eˆtre de´duites de l’analyse du proble`me discret. Ils
conside`rent un mode`le discret semblable a` celui propose´ dans ce travail de the`se :
une chaˆıne de masses relie´es par des e´le´ments viscoe´lastiques. Chaque e´le´ment est
constitue´ par un ressort non line´aire avec une e´nergie de de´formation non convexe
connecte´ en paralle`le avec un amortisseur line´aire. Ils ajoutent des ressorts line´aires
de longueur double qui relient deux masses e´loigne´es et qui sche´matisent les inter-
actions non locales, voir Fig. 6.1. Ils introduisent un parame`tre adimensionnel δ,
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Figure 6.1 – Le mode`le rhe´ologique e´tudie´ par Truskinovsky et Vainchtein[123]
Figure 6.2 – Lois cine´tiques de transition de phase pour deux approximations continues
du mode`le rhe´ologique montre´ sur la Fig. 6.1. (a) Approximation au pre-
mier ordre (viscoelasticity model). (b) Approximation au deuxie`me ordre
(viscosity-capillarity model). W est un parame`tre adimensionnel qui quan-
tifie la dissipation. [123]
de´fini comme le rapport entre la distance initiale des masses l et la longueur totale
de la chaˆıne L. Ils montrent que, a` la limite pour δ → 0, on obtient un mode`le
continu avec une cine´tique de transition de phase de´termine´e. En particulier, la
relation cine´tique de´pend de la fac¸on de passer a` la limite. Si l’on conside`re δ petit
mais fini, le de´veloppement au premier ordre par rapport a` δ de l’e´quation du mou-
vement donne une relation cine´tique avec une valeur de seuil pour la nucle´ation, voir
Fig. 6.2. Au contraire, le de´veloppement au deuxie`me ordre pre´dit une cine´tique
qui de´pend de la viscosite´ mais sans valeur de seuil, voir Fig. 6.2. Si les effets
inertiels et visqueux sont importants, la relation cine´tique a la meˆme structure
asymptotique dans les deux cas. Ce mode`le a l’avantage d’e´viter l’introduction de
variables supplementaires. Une perspective inte´ressante serait d’appliquer l’analyse
de Truskinovsky et Vainchtein a` notre mode`le discret.
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